|Quodrofische Gleichungen reinquadratische Gleichungenl

Quadratische Gleichungen

Rechnerische Lésung der reinquadratischen Gleichung
ax’+c¢c=0

Bei der Behandlung der Potenzrechnung und des Radizierens haben wir gesehen,
dass die L6sung von Wurzeln nicht immer eindeutig sein muss. So kann z.B. die Po-
tenz 9 sowohl aus +32als auch aus —3? gebildet werden. Man kdnnte dies auch so
beschreiben:

Man kénnte auch sagen: Die Quadratwurzel einer positiven Zahl ist diejenige Zahl,
deren Betrag mit sich selbst multipliziert den Radikanden der Wurzel ergibt.

Stellt man das obige Mengendiagramm auf der Zahlengeraden dar, so ergibt sich
folgendes Bild:

-7 6 5 -4 -3 -2 - 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6

2 N N N RN NN NY” N N B
P ﬁp

Flr beide Punkte P und P’ ist die Lange des Bildpfeils gleich. Berlcksichtigt man da-
her nicht die Richtung eines Zahlenpfeils, so spricht man vom Betrag der Zahl |a| .

|a| wird gelesen ,Betrag von a“. |a| ist niemals negativ, deshalb gilt also:

lajl=a  beia>0 [+9) =9
laj=—a beia<0 Beispiele: [-9|=—(-9)=9
laj|=0  beia=0 0[=0

|a| ist also diejenige der beiden Zahlen a und —a, die nicht negativ ist (a € R).
Beispiel:

Gegeben sei die Gleichung x> —25=0. Diese Gleichung lasst sich zunachst einmal
auf zwei Wegen I6sen:
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|Quodrofische Gleichungen reinquadratische Gleichungenl

1. Loésung mit Hilfe der binomischen Formel (a+b)(a—b)=a’>—b*:
x*—25=0
=
(x+\/g)(x—\/g): 0
(x+35)(x—5)=0
Dieses Pr odukt ergibt O,wenneiner der FaktorenQist :

(x+5)=0

X, =-5

(x—5)=0

X, =+5

L= {+5-5}
2. Ldésung mit dem Betrag der Zahl:

x*—25=0

x> =25

Jx? =25

x| =5

X, =5

—X, =5

X,=-5

L ={+5,-5}

3. Allgemein kann man schreiben:

X" =c
xm:i\/z

x, =~c

x, =—/c
L:{xlx:\/E\/x:—\/E}

Fir c<0 ist die Gleichung x*> = ¢ beziiglich R nicht erfiillbar, denn es gibt keine reel-
le Zahl, deren Quadrat negativ ist!
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Rechnerische Lésung der gemischtquadratischen Glei-
chung ax’ +bx +c¢ =0

Bei der Gleichung ax” + bx + ¢ = 0 kommt die Variable in der 1. und 2. Potenz vor.
Deshalb spricht man von einer gemischtquadratischen Gleichung. Dividiert man die

Gleichung durch den Koeffizienten a, so erhalt man die Form x> +2x +<=0.
Daraus lasst sich die Normalform der quadratischen Gleichung ableiten:

x>+ px+q=0,wennman £=p und £ =gq setzt. Ist p=0, dann erhélt man die
reinquadratische Gleichung x> +q=0.

Gemischtquadratische Gleichungen lassen sich mit Hilfe der quadratischen Ergan-
zung l6sen, wie dies bereits besprochen wurde, oder mit Hilfe von Formeln sowie die
Zerlegung in Linearfaktoren.

1. Quadratische Erganzung und Betrag:

ax’+bx+c=0 l-a
x'+bx+£=0 -3
X rbx—_¢ |binomische Ergénzung : (&)

4x° +16x +12=0 | 4

x> +4x+3=0 | -3

x* +4x = -3 | binom.Ergénzung :2°
x> +4x+2=2"-3=1

(x+2) =1 IV

Sy i
Ix+2|=1
X, =—1
X, =-3
2. Quadratische Ergdnzung und Binomische Formel:
Wird die Gleichung weiterhin gleich 0 gesetzt, ergibt sich folgendes Bild:
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(x+2) —-1=0 |Umstellen zur 3. binom.Formel
[(x+2)+1][(x+2)-1]=0
(x+2)+1=0= x, =-3
(x+2)-1=0=x,=—1

Anmerkung: Die Addition von 1 ist zulassig, weil +1.—1= —1! Ein Produkt ist
gleich 0, wenn einer der Faktoren gleich 0 ist!
3. Lésung mit Hilfe von Formeln:

Die Normalform der quadratischen Gleichung lautet:

x*+px+q=0

xX* 4+ px =—q | quadratische Erganzung
xpxr(E] =(5) -a

(egf=(/-a W

x,+5=x5) ~q 1%

Der Radikand wird auch als Diskriminante D = (g)2 —q der Gleichung
x* + px +q =0 genannt. Setzt man nun wieder p=2 und q = ¢, so erhalt
man die Diskriminante D = b*> —4ac der Gleichung ax* + bx +¢ =0.

Die Diskriminante gibt insbesondere Auskunft (iber die GréBe der Lésungs-
menge:

1. Ist D > 0, so besteht die L6sungsmenge aus zwei verschiedenen
Werten x,und x,ausR. L ={xx,}.

2. Ist D=0, so besteht die Lésungsmenge nur aus einem Wert
X, =Xx,ausR.L={x,=x,}.

3. Ist D <0, dann hat die Gleichung keine Lésung in der Menge
R.L=g.

Die Lésung quadratischer Gleichungen mit Hilfe der Diskriminanten lasst sich

folgendermaBen formulieren:
2 —b++/b* —4ac
x,=—%+ (%) —q oder x,, = a (D <0, x,, € R).

2
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4. Zerlegung in Linearfaktoren:

Ausgangspunkt ist wieder die Normalform der quadratischen Gleichung

x>+ px +q = 0. Liegen die Variablen p und q als ganze Zahlen vor, so ist die
Lésung der Gleichung oft durch Probieren zu ermitteln, indem man versucht,
den Term x* + px +q auf die Form

(x+a)(x+b)=x*>+ax+xb+ab=x*+x(a+b)+ab zu bringen. Dabei
ist p=a+b und q = ab. Folglich sind a und b zwei Zahlen, deren Summe p
und deren Produkt q entspricht.

Diese Methode Iasst sich jedoch nur bei einfachen Termen anwenden.

Beispiele:

X +4x+3  3=13
wei

L={1,3} 4=1+3

X*—6x—T7 . —7=1s(-7)
weil
L={1;,-7} —6=1-7

Weil x in den Faktoren in der Linearform vorkommt, spricht man von der Zer-
legung in Linearfaktoren.

Sind x; und x, Lésungen der Gleichung x> + px +q =0, so gilt
X’ +px+q=(x—x)(x—x,)=0;, XxcR.

Bei der Normalform der Gleichung x* + px +q =0 ist x, + X, = p,; X,*X, =q
(Satz von Vieta).
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Ganzrationale Funktionen
3.und 4. Grades

Grafische Darstellungen

. 3 2
Funktionen der Form f:x—ax' +bx"+ex+d bezeichnet man als Funktio-

f:x—ax'+bx’+cx*+dx+e
nen 3. und 4. Grades. Allgemein bezeichnet man Funktionen der Form
f:x—a,x"+a, x"'+..+a,x’+ax+a, als ganzrationale Funktionen n-ten

Grades (neN;a,,...,a,,a,a, € R).

FUr die grafische Darstellung gelten grundséatzlich die gleichen Regeln wie flr quad-
ratische Gleichungen. D.h. ein Koeffizient beeinflusst die Form des Graphen
(0<a,b,c,d,... <1 bedeutet Stauchen des Grafen, a,b,c,d,... > 1 Streckung des
Graphen). Ein negatives Vorzeichen der Koeffizienten bedeutet eine Spiegelung des
Grafen an der y-Achse des Koordinatensystems.

Grundsétzlich qilt:

Eine Funktion n-ten Grades beinhaltet stets die Grundform einer Parabel.

Eine Funktion n-ten Grades hat maximal n Nullstellen und héchstens n-2 Wende-
punkte.

Die Grafen von Funktionen n-ten Grades verlaufen bei geradem Exponenten ach-
sensymmetrisch zur y-Achse, bei ungeradem Exponenten punkisymmetrisch zum
Ursprung.

Beispiele:
1. y=x’
x| -4 -3]-2[-1] of 1] 2] 3] 4
y[-64|-27[-8[-1] 0] 1] 8]/27]|64
2.
x| -6 5| -4  -3[-2] -1]o 1 3 4 5| 6
y | 55| 32,25/ 17] 7,75 3| 1,25] 1] 0,75]-1]| -5,75]| -15] -30,25| -53
3.

y| -60,4| -26,7| -4| 9,5] 15,6] 16,1] 12,8 7,5/ 2| -1,9] -2,4] 2,3| 14| 34,5 65,6
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y=—1x"+1

|

¥ y=03x"+0,8x> —5x +2

Polynomdivision:
Bestimmung der L6sungsmenge von Gleichungen 3. und 4.
Grades mit ganzzahligen Elementen

Elemente einer Gleichung wie x +3, 2x> —6x +9, x’ —5x*> +2x —5 usw. werden

Polynome genannt (griechisch polys: viel; nomos: Regel, Gesetz). Die Division von
Polynomen folgt eigenen GesetzmaBigkeiten. Dazu ein Beispiel:

(6%° +11x* —9x —4)/(3x +1)=2X* + 3x — 4

1. Division von 6Xx° :3x = 2x*.
=) () |2 Multiplikation: 2x?e(3Xx +1) = 6x° +2x>
+6x7+ 2x° 3. Subtrahieren von 6x° + 2x°
+ 9x° —9x —4 . Division von 9x? :3x = 3x
=) ) 5. Multiplikation: 3Xs(3X +1)=9x” +3x
2
+ 9x" + SM 6. Subtrahieren von 9x* +3x
—12x -4 7. Divisionvon —12x :3x =—4
(+) (+) — 8. Multiplikation: —4(3x +1)=—12x — 4

_12x—4 4//

Addition von —12x — 4

©
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Die Ergebnisse der einzelnen Divisionen ergeben aneinandergereiht das Ergebnis
der Polynomdivision!

Entstehen bei der Multiplikation des Teilquotienten mit dem Divisor neue Terme, so
werden diese ebenfalls vom Dividenden subtrahiert und bei der weiteren Division
berlcksichtigt.

Beispiel:
(X3 — 8) S(x=2)=x>+2x+4 1. Ergebnis der 1. Division: X°
(_) (_) 2. Ergebnis der 2. Division: +2X
X° —2x? 3. Ergebnis der 3. Division: +4
2x* -8
(=) () 1. X:x=x° x’o(x—2)=x*—-2x>
2x* —4x 2. 2x°:x=2x 2Xxe(Xx —2)=2x>—4x
X8 3. 4x:x=4  4e(x—2)=4x—8
(=) =)
4x -8
0

Wir hatten festgestellt, dass die L6sungsmenge quadratischer Gleichungen durch
Auflésung in Linearkomponenten mdéglich ist. Sind x, und x, die Lésungen der quad-

ratischen Gleichung x* + px+¢ =0, dann gilt ebenfalls: x* + px+¢g=(x—x,)(x-x,).
In erweiterter Form ist diese Methode auch auf bestimmte Gleichungen 3. und 4.
Grades Ubertragbar.

Beispiele:

x’=2x° —5x+6=(x+2)(x—1)(x—3)

x,=-2,x,=1,x,=3

x*=10x* +9=(x+3)(x+1)(x - 1)(x-3)

x,=-3,x,=-Lx,=1,x,=3

Bei Gleichungen 3. Grades mit ganzzahligen Elementen wird zun&chst die Lésung
far x, durch Probieren bestimmt. Danach ist die Gleichung durch (x—x,) zu dividie-

ren (Polynomdivision) und so in eine quadratische Gleichung umzuformen. Die L6-
sungen fur x, und x, werden zuletzt durch Zerlegung dieser quadratischen Glei-

chung in Linearfaktoren bestimmt.

Bei Gleichungen 4. Grades mit ganzzahligen Elementen wird zunachst ebenfalls x,
durch Probieren bestimmt und anschlieBend tber die Division durch (x—x, )die Glei-
chung zu einer Gleichung 3. Grades umgeformt. Daraus wird x, ebenfalls durch Pro-

bieren ermittelt und durch (x—x, )dividiert. Die Lésungen fir x, und x, sind zuletzt
durch Zerlegen der quadratischen Gleichung in Linearfaktoren zu bestimmen.
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Berechnung der Nullstellen von Funktionen
3. und 4. Grades

Was sind eigentlich ,Nullstellen“? Schneidet ein Funktionsgraph an einer oder meh-
reren Stellen die x-Achse des Koordinatensystems, ist also das Ergebnis der Funkti-

onsgleichung (y-Wert) gleich 0 bzw. gilt /(x)=0, dann spricht man von einer Null-
stelle. Die diesem Punkt zugeordneten x-Werte bezeichnet man als x, bzw. x,.

Die Berechnung von x, erfolgt mit der zuvor behandelten Polynomdivision. Dies soll
nun an einem Beispiel erlautert werden:

Gegeben sei eine Funktion x - f(x) mit der Funktionsgleichung
f(x)=y=0,5x"-1,5x> —3x +4.

f(x)=y=0,5x’-1,5x> -3x+4

0,5x° —1,5x* =3x+4=0 |y = 0setzen
x*=3x*—6x+8=0 1:0,5bzw.+2
x =1 | Losung x,durchPr obieren
x*=3x—6x+8=0 l: (x—1)
x> —2x-8=0 lin Linearfaktoren zerlegen
(x—4)(x+2)=0 |x, und x, bestimmen
x,=4
X, =-2

= N,(110),N, (410),N,(-210)
Durch Einsetzen der berechneten xo-Werte lasst sich das Ergebnis der Nullstellen-
ermittlung Gberprifen.

Die Berechnung der Nullstellen bei Funktionen 4. Grades folgt dem gleichen Sche-
ma, nur mussen hier die Losungen von x, und x, durch Probieren bestimmt werden.

Nach der Bestimmung von x, wird dabei die Funktion 4. Grades auf eine Funktion 3.
Grades reduziert und danach x, ebenfalls durch Probieren bestimmt.

Beispiel:

Gegeben sei eine Funktion x - f(x) mit der Funktionsgleichung
f(x)=y=0,1x"+0,2x" -1,1x* - 1,2x.
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0,1x* +0,2x" - 1,1x* —=1,2x =0 | y=0setzen
x*+2x7 —11x* —12x =0 1:0,15zw.10
x, =0 | Losung x, durchPr obieren
x'+2x7 —11x* =12x =0 l: (x—0)bzw.: x
x*+2x* —11x—12=0 | Losung x, durchPr obieren
x, =-1 l:(x+1)
¥’ +x-12=0 | Zerlegenin Linearfaktoren
(x=3)(x+4)=0 | x, und x, bestimmen
x, =3
x,=—4

= N, (010), N, (-110), N, (310), N, (-410)

Wieder lasst sich das Ergebnis der Nullstellenermittlung durch Einsetzen der berech-
neten xo-Werte Uberprifen.

Rechnerische Bestimmung der Funktionsgleichung

3. Grades

Jede Kurve einer Funktionsgleichung 3. Grades lasst sich durch vier Punkte mathe-
matisch eindeutig festlegen. Ahnlich wie bei der Berechnung quadratischer Funkti-
onsgleichungen aus einer Menge vorgegebener Punkte kann auch eine Funktions-
gleichung 3. Grades bestimmt werden. Hatten wir jedoch bei der Ermittlung quadrati-
scher Funktionen lediglich ein Gleichungssystem mit drei unbekannten Variablen

(vgl. Thema: Aquivalenzumformung), missen wir nun ein Gleichungssystem mit vier
Variablen lésen.

Beispiel:
Auf einer durch eine Funktionsgleichung der Form: f(x)=y=ax’ +bx’ +cx +d be-

stimmten Kurve liegen die Punkte: 4(-119), B(113),C(210) und D(315). Gesucht
ist die fur diese Funktion zutreffende Funktionsgleichung:

1. Schritt: Einsetzen der Punkte in die Funktionsgleichung
f(x)=y=a’’+bx* +cx+d :

A(-119): —a+b—c+d=9 (1)
B(113): atb+c+d=3 (2)
C(210): 8a+4b+2c+d =0 (3)
D(315): 27a+9b+3c+d =5 (4)
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2. Schritt:

Eliminierung von drei Variablen durch Aquivalenzumformung:

a) Eliminierung von a aus den Gleichungen (2), (3) und (4):

-a+ b— ¢+ d= 9
2b + 2d= 12
12b— 6¢c+ 9d= T2
36b—24c+25d =248

M

(2a)=2)+ (1)
(3a) = (3)+(1)+8
(4a) = (4)+(1)+27

b) Eliminierung von b aus den Gleichungen (3a) und (4a):

-a+ b— c+ d= 9
2b + 2d= 12

— 6¢c— 3d= 0
—24c— 8d = 32

@

(2a)

(3b) = (3a) + (2a)+(—6)
(4b) = (4a) + (2a)+(—18)

c¢) Eliminierung von c aus Gleichung (4b):

-a+ b— ¢+ d= 9
2b + 2d= 12

— 6¢c— 3d= 0

4d = 32

4d = 32

d= 8

— 6c— 24= 0

— 6c =24

c =—-4

2b + 16=12

2b =—4

b ==2

-a— 2+ 4+ 8= 9
-a =—1
a =1

ey)

(2a)

(3b)

(4c) =(4b)+ (3b)+(—4)
(4c)

(4d)

(5) : Einsetzenvond in (3b)

(5a)
(6): Einsetzenvondin(2a)

(6a)
(7): Einsetzenvonb,cund din(1)

Die Funktionsgleichung lautet also: f(x)=y=x’-2x"-4x+38

Noch wichtiger als bei der Bestimmung quadratischer Funktionen ist hier, auf eine

Ubersichtliche Schreibung der Teilgleichungen zu achten. D.h. die Variablen sollten
mdglichst untereinander geschrieben werden!

Eine Uberpriifung der Gleichung durch Einsetzen der Punktkoordinaten ergibt, dass
die Gleichung tatsachlich korrekt ist.

Die Berechnung von Gleichungen héherer Ordnung folgt dem gleichen Schema, nur
dass dann Gleichungssysteme mit 5 oder mehr unbekannten Variablen durch Aqui-
valenzumformung zu bearbeiten sind. GemaB der dann umfangreicheren Teilglei-
chungen steigt der Arbeitsaufwand allerdings entsprechend an.
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Angewandte Mathematik

Nach der Theorie kommt nun endlich die Praxis. Sie haben mich bereits des 6fteren
gefragt, warum diese teilweise doch recht aufwéandige Theorie erlernt werden muss-
te. Kann ich das alles denn eigentlich Gberhaupt einmal anwenden? Ist diese ,Un-
menge*“ Wissen im taglichen Gebrauch einsetzbar? Eigentlich macht das alles doch
der Computer.

Sicher ist diese Skepsis zunachst begriindet. Dieser Satz wird Sie erstaunen, habe
ich in den vergangenen Monaten doch immer das genaue Gegenteil behauptet.

Aber es stimmt: Insbesondere die Bliroarbeiten werden seit vielen Jahren vom Com-
puter beherrscht. Und der macht doch eigentlich alles richtig!? Wirklich?

Nun: Die Technik ist zwar nahezu perfekt. Aber eben nur fast! Die Technik der Ta-
schenrechner und Computer ist ja auch nicht das eigentliche Problem. Das Haupt-
problem ist der Mensch, der diese Technik und vor allem die dazugehérige Software
entwickelt und der zudem den Taschenrechner und Computer bedient.

Wie oft ist es bereits im Unterricht geschehen, dass Taschenrechnerergebnisse von
mir angezweifelt wurden und dann auch tatsachlich falsch waren. Woran liegt das?

Primare Ursache ist die fehlerhafte Eingabe von Zahlen und Befehlen! Einmal wer-
den fur die korrekte Berechnung erforderliche Klammern vergessen oder falsch ge-
setzt. Durch Tippfehler werden fehlerhafte Zahlen eingegeben. Oder es werden Zwi-
schenergebnisse gerundet, und man wundert sich anschlieBend Uber den enormen
Rundungsfehler, der gerade bei héheren Potenzen exponential anwéachst. Doch al-
lein Rundungsfehler der Taschenrechner, etwas geringer der PCs, kénnen zu fehler-
haften Ergebnissen fihren, wenn die Rechenoperationen in einer unglnstigen Rei-
henfolge ausgeftihrt werden! Und in der Vergangenheit ist es auch bereits vorge-
kommen, dass fehlerhafte CPUs ausgeliefert wurden, die bei bestimmten Rechen-
operationen zu gewaltigen Rundungsfehlern fihrten. Dazu kommt, dass es eben
auch keine perfekte und fehlerlose Software gibt. Wenn man bedenkt, dass ein ein-
faches Programm wie Excel bereits mehrere Hunderttausend bis Millionen codierte
Programmzeilen enthalt ist das eigentlich auch kein Wunder, denn nicht alle Eventu-
alitaten und Grenzfalle kénnen dabei vom Programmierer berticksichtigt werden.

Deshalb lautet eine der Grunddevisen bei der Nutzung elektronischer Rechenan-
lagen: Traue nie blind einem Taschenrechner oder Computer! Ergebnisse sollten
daher grundséatzlich Gberprift und im Kopf Gberschlagen werden, ob das Ergebnis
tatséchlich korrekt sein kann!

Dazu ist es erforderlich, dass der User auch versteht, was der Computer oder Ta-
schenrechner da Uberhaupt tut. Sonst wird er namlich zum sogenannten DAU
(,Dummster anzunehmender User*).

Andererseits kann es auch schon einmal vorkommen, dass der Anwender selbst Lo-
sungen fUr ein ganz bestimmtes Problem bzw. flr eine aus dem taglichen Arbeits-
prozess herausragende Aufgabe selber finden muss, weil keine passende Software
daflr zu Verfigung steht. Dann gilt es unter Umstanden, eine Tabelle oder eine Da-
tenbank selbst mit Leben zu fillen.

Die vielgeliebte Antwort: ,Dann hole ich mir eben einen Experten, der das dann
schon fur mich regelt!” ist oft keine L6sung, denn Fachleute sind sehr teuer und meist
gerade dann, wenn man sie braucht, nicht verfligbar. Aber der Betrieb muss weiter-
laufen. Und das Problem muss gel6st werden.
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Hinzu kommt, dass gerade das Management und die Buchhaltung in jedem wirt-
schaftlich arbeitenden Unternehmen oft vor der entscheidenden Frage steht: ,Arbei-
tet das Unternehmen noch wirtschaftlich?“ Oder die Geschéftsleitung steht vor der
Aufgabe, eine Produktionslinie zu verandern oder zu erweitern und muss das Prob-
lem I6sen, unter welchen Bedingungen diese betriebliche Verdnderung zu realisieren
ist.

Diese Fragen stellen sich jedoch nicht etwa nur in einem Produktionsbetrieb, son-
dern auch in jedem Einzel- oder GroBhandel und auch in jedem Dienstleistungsbe-
trieb. Denn jede personelle Veranderung, jeder Neuerwerb von Geraten (auch Com-
putern oder Kihltheken) und Maschinen (z.B. auch Firmenfahrzeuge, Gabelstapler
0.4.) zieht neben einmaligen (z.B. Anschaffungskosten) und / oder festen laufenden
Kosten (z.B. Léhne, Abschreibungen) auch variable Kosten (z.B. Energiekosten,
Wartungskosten etc.) nach sich. Bei den Erlésen kénnen wir davon ausgehen, dass
Stlckerldse annahernd konstant bleiben, da wir selbst die Preise festlegen und uns
lediglich an der Konkurrenz orientieren (Preisnachlésse aufgrund von Mengenrabat-
ten 0.4. lassen wir erst einmal auBer Acht). Die Erl6sfunktion ist demnach also nur
von der Produktions- bzw. Verkaufszahl abhangig, folgt also einer Geraden (lineare
Funktion).

Zur Erzielung von Gewinnen oder mindestens zur Gewéhrleistung eines kostende-
ckenden Betriebes ist insofern die genaue Analyse des Kosten- und Erlésverlaufs
erforderlich. Genau das ist die Aufgabe der Blromitarbeiter eines Unternehmens, die
damit die Entscheidungen des Managements vorbereiten. In gréBeren Unternehmen
gibt es dafiir in der Regel eigens eine Planungsabteilung, sofern diese Aufgaben
nicht von der Kostenrechnungsabteilung mit tbernommen werden. In kleinen und
mittleren Unternehmen fallt diese verantwortungsvolle Aufgabe meist der Buchhal-
tung bzw. der Geschéftsleitung zu.

Kosten-, Erlos- und Gewinnfunktionen

Wie wir bereits bei der Behandlung linearer Funktionen erértert hatten, kénnen Kos-
ten, Erlése und Gewinne in einen mathematischen Zusammenhang gebracht wer-
den. Leider sind diese Zusammenhange nicht immer ganz so einfach herzustellen,
wie wir in den Beispielaufgaben zu linearen Funktionen gesehen hatten.

Oft sind die Funktionen fir Kosten, Erlés und Gewinn sehr viel komplexer und nur
durch quadratische oder Gleichungen dritten, vierten oder sogar noch héheren Gra-
des darstellbar. Das liegt unter anderem daran, dass eine Vielzahl von Einflissen
das Verhalten von Kaufern, Produzenten und Handlern beeinflusst. Einflisse, die auf
den ersten Blick gar nicht so einfach erkennbar und einzuordnen sind.

Bisher wurden bei den linearen Funktionen z.B. lediglich proportional variable Kosten
und ein proportional variables Kauferverhalten (Nachfrage) angenommen, die sich im
gleichen Verhaltnis der Produktionsmenge veranderten. Aber es gibt auch Beispiele,
in denen dies nicht so ist. Ahnlich wie die Betriebskosten eines Autos nicht nur von
der gefahrenen Strecke, sondern auch von der Geschwindigkeit abhangt und selbst
dabei nicht proportional zur Geschwindigkeit steigen, sondern bei steigender Fahr-
geschwindigkeit starker anwachsen, sind z.B. auch die Betriebskosten bei Maschi-
nen je Produktionseinheit bei hoheren Produktionsmengen deutlich héher (hoherer
Energieverbrauch, héherer VerschleiB, hdherer Ausschuss, etc.). Ahnlich verhalten
sich auch Verbraucher, die bei hherem Einkommen ggf. eher bereit sind, einen ho-
heren Preis fur ein Produkt zu bezahlen als bei geringem Einkommen.
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Ein anderes Beispiel sind die Transportkosten, die bei gréBeren Mengen geringer
ansteigen als bei niedrigen Mengen. So sind die auf eine Produktionseinheit entfal-
lenden Kosten bei einer Menge von z.B. 10 Computerchips deutlich hdher als beim
Transport von 1000 Computerchips. Ebenso ist der Transport eines einzelnen Autos
deutlich teurer als bei gleichzeitigem Transport von 10 oder gar hundert Autos.

Ein weiteres Beispiel ist der Personenverkehr: Eine Einzelfahrkarte ist bezogen auf
die Beférderung einer einzelnen Person immer teuerer als eine Mehrfahrtenkarte o-
der eine Gruppenfahrkarte.

Geringer steigende Kosten wie z.B. die Transportkosten werden dabei als unterpro-
portionale Kosten bezeichnet, starker steigende Kosten wie z.B. Uberstundenléhne
als liberproportionale Kosten. Daneben gibt es auch noch Mischformen, z.B. die
Betriebskosten fur Maschinen, di zunachst einmal bis zu einer bestimmten Produkti-
onsmenge (optimale Auslastung) geringer ansteigen und bei noch héheren Produkti-
onsmengen wieder starker ansteigen (Uberlastung).

Bei der Berlcksichtigung von Uber- und unterproportionalen Kosten sowie von
Mischformen ist der Verlauf der Kostenfunktion daher nicht linear.

Im folgenden (stark vereinfachten) Anwendungsbeispiel sollen diese Zusammenhan-
ge und die damit verbundene Vorgehensweise naher erlautert werden:

Aufgabenstellung:

In einem Betrieb zur Herstellung von Elektroteilen wird der Verlauf der Gesamt-
kosten K durch eine Funktionsgleichung der Form K (x)=y=ax’+bx* +cx+d
bestimmt. In nachstehender Tabelle sind die Gesamtkosten K in Geldeinheiten
(1 GE £ € 1.000) fur x Mengeneinheiten (1 ME £ 1.000 Stiick) angegeben.

ME X 0 2 4 6

GE K (x) 18 56 62 84

Der Erlés je ME betragt 20 GE.
a) Bestimmen Sie die Funktionsgleichung fir den Gesamtkostenverlauf!
b) Wie lautet die Funktionsgleichung der Erlésgeraden E?

c) Zeichnen Sie mithilfe einer Wertetafel die Gesamtkostenkurve K und die Er-
|6sgerade E in ein gemeinsames Achsenkreuz!

Teilung der x-Achse: 1 ME £ 1 cm. Teilung der y-Achse: 20 GE £ 1 cm.

d) Berechnen Sie die Schnittpunkte von Gesamtkostenkurve und Erléskurve!
Eine Lésung ist durch Probieren zu bestimmen. In welchem Bereich wird mit
Gewinn produziert?

e) Wie lautet die Gleichung der Gewinnfunktion? Zeichnen Sie in das Achsen-
kreuz von c) den Graphen der Gewinnfunktion! Lesen Sie aus dem Graphen
einen Naherungswert flr die x-Stelle ab, an der der Gesamtgewinn am
héchsten ist (Gewinnmaximum)!

f) Wie viel GE betragen die fixen Kosten? Wie lautet die Funktionsgleichung
fOr die variablen Stuckkosten K,?
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Lésungen:

a) Gegebene Werte in die Funktionsgleichung K (x)=y =ax’ +bx* +cx+d ein-
setzen. AnschlieBend werden die Gleichungen durch aquivalente Umfor-
mung aufgelést:

(0118) d=18 (1)
(2156)  8a+ 4b +2c+d =56 (2)
(4162) 64a+16b+4c+d =62 (3)
(6184) 216a+36b+6¢+d =84 (4)
8a+ 4b +2c= 38 (2a)=(1)in(2)eingesetzt
64a+16b+4c= 44 (3a) =(1)in(3)eingesetzt
216a+36b+6¢c = 66 (4a) =(1)in(4)eingesetzt
da+ 2b+ c= 19 (2b)=(24):2
16a+ 4b+ c¢c= 11 (3b)=3a):4
36a+ 6b+ c= 11(4b)=(4a):6
da+ 2b+ c= 19 (2b)
— 4b - 3c=— 65 (3¢) = (3b)— (2b)+4
—12b — 8¢c=-160 (4¢)=(4b) —(2b)*9
da+ 2b+ c= 19 (2b)
— 4b -3¢ =— 65 (3¢)
c= 35 (4d)=(4c)—(3c)3
—4b —105 =— 65 (5)=(4d)in(3c)eingesetzt

b= - 10 (5q)
4a-20+35= 19 (6)=(5a)und (4d)in(2b) eingesetzt
a= 1

Die Gleichung der Gesamtkostenfunktion lautet also:
y=K(x)=x"-10x" +35x+18

b) Die Gleichung der Erldsfunktion lautet: y = E(x)=20x. Sie ist also eine Ge-
rade mit der Steigung des Stlickpreises.
c)

X 0 |05 |1 1,5 |12 |25 |3 [35 |4 |45

x*—10x*+35x+18 |18 |33,1 |44 51,4 |56 |58,6 |60 (60,9 62 |64,1

20x 60

X 5 |55 |6 (65 |7 |75 |8 |85 |9

x —10x> +35x+18 |68 |74,4 |84 |97,6 /116 |139,9/170|207,1|252

20x 160
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GE v
160

140 A

120
100

80 K(x)=x%-10x2+35x+18
60
40 N G(x)=-x3+10x15x-18

20 GEWINN

d)
K(x)=y=x"—10x>+35x+18 (1) Gleichung der Gesamtkostenkurve K
E(x)=y=20x (2) Gleichung der Erlosgeraden E
¥’ —10x" +35x +18=20x (W und (2) gleichsetzen
x —10x* +15x+18=0 [—20x

Lésung von xy durch Probieren herausfinden: x, =3.

(x3 —-10x* +15x+18): (x—3)=x2 —-7x—-6
X' = 3x°
—7x* +15x+18
- 7x* +21x

- 6x+18
- 6x+18

=x"-Tx-6=0

Eine Zerlegung in Linearfaktorenist nicht moglich!
Daher wird die pq — Formel angewendet.

—bt+/b* —4ac

2a

7449 +24
x2,3 = f
X, =7,772

x, =—0,772

Xy3 =
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Da weder Erldse noch Kosten negativ sein kénnen, ist die Lé6sung von xg
nicht vernlinftig und wird daher verworfen.

Demzufolge wird in einem Bereich von 3 ME < x < 7,772 ME mit Gewinn pro-
duziert.

Den Schnittpunkt Ns(3|60) bezeichnet man dabei als Gewinnschwelle; den
zweiten Schnittpunkt Ng(7,772|155,440) als Nutzengrenze.

Mit anderen Worten:

Bei einer Produktion von 3.000 Stiick betragen sowohl die Gesamtkosten als
auch der Gesamterlés € 60.000. Bei einer Produktionsmenge von 7.772
Stlick betragen sowohl die Gesamtkosten als auch der Gesamterlés

€ 155.440. Stiickkosten und Stlickerlése sind in beiden Fallen € 20.

Bei einer Produktion von 3.001 bis 7.771 Stiick liegt ist Gesamterlés groBer
als die Gesamtkosten. In diesem Bereich wird also Gewinn erwirtschaftet.

e) Berechnung der Gleichung der Gewinnfunktion:
G(x)=E(x)-K(x)
G (x)=20x—(x"—10x* +35x+18)
G (x)=20x—x* +10x> —35x —18
G(x)=—x"+10x"-15x-18 Gewinnfunktion

X 25| 3 |35| 4 |45 | 5 (55|58 | 6 |65 | 7 |75 |777

X +10x2—15x—18 | 8.6 | 0 | 9,1 | 18 [259| 32 356 36,3| 36 |32,4| 24 |10,1| 0

Das Gewinnmaximum liegt knapp unter 6 ME. Der genaue Wert ist mithilfe
der Differenzialrechnung zu bestimmen, denn es gilt ja:

G’(x)=-3x*+20x-15=0

_ —20%£+/400-180 -20%++/220

12 6 T 6
x, = 0,861
x, =5,805

GemaB den Erkenntnissen bei quadratischen Gleichungen haben wir wieder
zwei Lésungen. Mithilfe der 2. Ableitung Iasst sich herausfinden, ob x5 und
x2 Maxima sind oder ob wenigstens eine Losung eventuell ein Minimum ist:

G”(x)=—-6x+20

Einsetzen der Losungen aus der ersten Ableitung :
x,=0,861 G7(x)=(-6)0,861+20=14,834
14,834)0 = x, ist ein Minimum!

x,=5,805 G7(x)=(—6)5,805+20=-14,830

—14,830(0 = x, ist ein Maximum!

Das Gewinnmaximum ist also bei 5,805 ME bzw. 5805 Stlick erreicht.
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Bei 5.805 Stlick wird damit ein Erlos von €116.100 und der maximale Ge-
winn von € 36.288,20 erzielt.

f) Die Fixkosten betragen K (0)=d =18GE .
Funktionsgleichungen fir:

Gesamtkosten (Fixkosten+variable Kosten): K (x)=x"-10x>+35x+18

Variable Gesamtkosten: K, (x)=x’-10x* +35x

Far die variablen Stiickkosten ist entsprechend der Definition:
Stiickkosten=Gesamtkosten pro Stiick die Gleichung der variablen Gesamt-
kosten nur durch die Stlickzahl x zu teilen:

K 3 2
k (x)= ‘,(x):x 10x> +35x _

X X
Die Gesamtstlickkosten einschlieBlich der Fixkosten lasst sich so einfach
nicht bestimmen, da der Anteil der Fixkosten mit zunehmender Produktion
abnimmt, selbst also ebenfalls wieder durch eine eigene (gebrochenrationa-

x> —10x+35

le) Funktion der Form x* —10x+35+E bestimmt wird. Zu den gebrochenra-
X

tionalen Funktion kommen wir aber erst in den nachsten Stunden.
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