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10.

TEST

Die folgendenAufgabendienender Selbsiiberpiifung IhresKenntnisstandes.

. OrdnenSiefolgendeZahlennachihrer Grof3e:

11 2 12 1002 13
2’ 0, 66, 3 17 0,66667, 1001’ 20°

. Bei einemEinkaufbietetlhnender GroRRfandler10% Rabattan.Dabeiliberbsster lhnendie Ent-

scheidungpb zurachstvom Nettopreisdie 10% RabattabgezogemndanschlieRend6% Mehr
wertsteueaufgeschlagewerden,oderob aufdenNettopreiszuerstdie 16% Mehrwertsteueauf-
geschlagemwerdenund dannerstder Rabattvon 10% abgezogemwird. Welche Alternative ist
gunstiger?GebenSie einekurze Begriindung.

. SchatzenSie:Wie hochmussderMontblanc(HOher 4800 m) aufeinemGlobusvoneinemMeter

Durchmessemalitabsgetredaigestelltwerden?Der Erdradiusbetiagtetwa 6400 km.)

. a) SchreiberSiedie folgendenAusdiicke in einenBruch:

3 (L,1 1—3 a b,
2 6 3 %’ b a '

b) LosenSienachz bzw y auf:

1
1+—:3, 2+y:
T Yy

()

b) BestimmerSiedie Losungern: vonz? 4+ 4z — 12 = 0.

. WelchederfolgendenZahlensindgleich?

ST
(S

V2
2, . 2vr, Va2, (ﬁf) , (3)

7 : v (x/§+\/ﬁ)ﬁ.

. @) Wassinddie BinomischerFormeln?

. ZeichnenSieein PascalscheBreieckund multiplizierenSie denAusdruck(a + b)° aus.

. Siewollen Geldein Jahrlangbei einerBankanlegen.Eine BankbietetlhneneinenJahreszinsfuld

von 6%. EineandereBank arbeitetmit vierteljahrliche Verzinsungoei einemzZinsfulvon 1, 5%
proVierteljahr(4 - 1,5 = 6). WelchesAngebotist giinstiger(undwarum)?

. a) VereinbchenSiedie folgendenTerme:

1 2 b .
logg 2 + ——, =log, Va® + = log, Va* (0 < a # 1 undb beliebig.
logs 6 3 3

b) BestimmerSiealle Lésungen: bzw y derGleichungerg?s+4 = 92(=+1) yndyz = 29,

Welchederfolgendemmathematische8ymboleund AbkirzungerkennenSie (noch)?

, %7 |CL|, k‘a ]1\], Z? Qa IR? >, Sa 00, Za logba 111, €, <Z>7 lim .

‘ n—00
i=1
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1 Zahlbereicheund Rechenregeln

Die in der Schulmathemélti betrachteterZahlbereichesind die Mengeder natirlichen ZahlenIN :=
{1,2,3...}, die MengederganzernZahlenZ := {...,-2,—1,0,1,2,...}, die Mengederrationalen
ZahlenQ := {Z : m € 7Z,n € IN} sowie die Mengeder reellenZahlenIR. Die MengelR kann
mansichalsdie MengederDezimalbiiche(savaswie 3, 141592 . .. oder—1,010010001 .. .) oderauch
alsdie Mengealler Punkteauf derZahlengeradermeranschaulichern diesenzahlbereichetkannman
addiererund multiplizieren,wobeidie folgendenRechengesetagelten:

a+b=b+a, (a+b)+c=a+(b+c¢), a+0=a, a-0=0-a=0,

a-b=b-a, (a-b)-c=a-(b-¢c), a-1=a, (a+b)-c=a-c+b-c.

Bei derletztenRechenrgel (demDistributivgesez) habenwir schondie KonventionPunktechnungvor
Strichrechnungbenutzt.Oft lasstmanbei der Multiplikation den,,- einfachweg und schreibtab statt
a - b. Eineweiterewichtige Regel fur die Multiplikation ist die Vorzeichenrgel ,, Minus mal Minus gibt
Plus .

Als inverse Operationzur Addition und Multiplikation gibt es die Subtaktion und Division, fir die
abermalggewisseRechenrgeln gelten,z.B. ,durch Null darf nicht geteilt werderf, a — b = a + (—b)

oder(a) : (—b) = —a : b. Statta : b schreibtmanauch{ odera/b (diesist dannein Bruch,a heif3t
Zahler, b heildstNennej. Esgeltendie Rechenrgeln fir Briiche,z.B.

a ¢ _ac 1 b a ¢ _a d ab b a+b_a+b a+c_ad+bc

b d bd a/b a b'd b ¢ ac ¢ c ¢ ¢ b d  bd

Alle dieseRechenrgeln sollte mankennen.Insbesondersollte mankeineeigenenRedenegeln erfin-
den,wennmanbeimLoseneiner Aufgabegerade mal nicht weiterweif3.

a) WasverstehtmanunterSummanderfaktoren, Summennd Produkter? Wasist ein Kehrwerf? Was
verstehtmanunterausklammerd Wasmeintmanmit denBegriffen erweiternundkirzer?

b) WelchederfolgendenGleichungerstimmen? a + (b + a) = 2a + b, a-(b+c)=ab+ec,
a-(b-(c+b))=abc+b%, ((a-b)+a)-c=a(b+1)c, g:az %, 7—1= azl.

c¢) Multiplizieren SiefolgendeTermeaus:2(—u+v(u+v))+u(u—2v), (p+4q)(p+9)—(p—9q)(p—q),
(@=0?° (e+y)(z—y), L+g+a+...+q")(1—-q).

iberSiedi - 111 o l-54g atg 1
d) SchreibersiediefolgendenTermealseinenBruch: - + .- — -, T T T %+b+a—b,
zy
—F 5 + 14, T
= M -

In denletztenbeidenTeilaufgaberwurdedasWort Term benutzt.DarunterverstehtmaneinenRedhen-
ausdrué&, bei demzwei odermehrereOpeanden(Zahlen,VariableoderauchgeklammerteAusdiicke)
durch einenoder mehrereOperatoren+, —, -, :) verknipft sind. Die Reihenfolgeder Operationenn
einemTermwird durchdie Klammesetzug festgelgt. Mit der schonerwahntenRegel Punktedinung
vor Strichrechnurg lassersichKlammerneinsparenkEineweitereKonventionzumEinsparervon Klam-
mernhabenSie bei denletztenAufgaben(hoffentlich) schonbenutzt:Der Exponenin einemAusdruck
(sovaswie 3 in (z — y)*) beziehtsich nur auf denunmittelbarunterihm stehenderOperandenDie
Openmtion, hodt* wird vor jederandeenOpeiation ausgfuhrt.

e) Welcheder Klammernsind mit diesenKorventionenin denfolgendenTermeniiberflissig?2(z?) —

et (24 2)e?)@ 4y, 2 (ay)? (@ 4y)e—yD) + 2 (@) +1) + ).

3



HabenSiebeidenbisherigemnAufgabenwesentlichd-ehlergemachtsolltenSiedie folgendenAufgaben
aufmerksandurcharbeitenVergegenwartigen Sie sich dabeijeweils die geltenderRechenrgeln. We
multipliziere ich zwei Bruche? We dividiere ich zwei Briche? Wann darf ich kiirzen?We mussich
erweitern,umdie SummeweierBricheals einenBruch zusdreiben?Wanndarf ich ausklammern?

f) BerechnerSiediefolgendenAusdriicke: 3 - 1, &+ — 3+ 3, =12, b i tier

.. . S o e 49 49 15.27 Sz +4ax? 25a+5a a’-1 a2+l
g) KurzenSiesoweitwie moglich: 5, 17, <G5~ (3o 0 arl' atl-

h) KlammernSie soweit wie moglichaus:z(z + y) —z, 222+ 6 + 43, z+y—-2(z-%).

; ; ; ol z _ zy+l a . atb _ a’—ab _ A\ — .3
i) WelcheGleichungerstimmen?. + T=S 1 = e (—z)° = —=z°.

2 MathematischeSymbole

Im FolgenderseherSieeineListe einigermathematische8ymboleundSchreibweiserdie Sie(gro3ten-
teils) schonim Mathematikuntaicht der Schulekennengelernthaben.

+ plus — minus
mal 5y / geteiltdurch
a” a hochn Na Wurzel
= gleich #* ungleich
> grol3er > groRergleich
< kleiner < kleinergleich
n! n Fakultat (2) n Uberk
|a| Betragvona > Summevonk = 1 bisn
k=1
% Prozent a€ A a Elementd
{} Mengenklammern ag A a nichtElemen#
A C B | A Teilmengevon B ADB A Obermengeon B
AN B | Ageschnittemmit B AUB A vereinigtmit B
A\ B | AohneB 2} leereMenge
[a,b] abgeschlossendstenall vona bisb | Ja,b[, (a,b) | offenesintenall vona bisb
IN MengedernatirlichenZahlen /4 MengederganzerZahlen
Q MengederrationalenZahlen R MengederreellenZahlen
T Pi e e, Eulerschezahl
log,, Logarithmuszur Basisb In natirlicherLogarithmus
00 unendlich nli_1>1;o Grenzwertein gegenoco

a) WelchedieserSymboleund SchreibweisekennenSie nicht?
b) Wasist v/2?

c) BerechnerSiea® fira = —1,a = —1 unda = 5.

d) Stimmtdas™Venna < b, dannist —a > —b.

¢) StimmtdasAWenna > b, dannist 1 < 1.

f) Wasmeint E a;,? ErkennenSiedie Bedeutungler Formel E k= "("2“) ?
k=1

)] Wasbedeutet{o 1}, {z € R: 2z > 2} und[2,5] bzw [2,5)?

h) Wasist 5! bzw 12

i) KennenSiedie Definition desBinomialloefizienten (})?

J) KennenSier unde bis zu denersterzwei Nachlommastden?

k) WissenSiewas lim % = 0 bedeutet?




3 Gleichungen

Gleichungentretenin vielen Bereichender Mathematikauf. Das Wichtigste an einer Gleichungwie

1+ = 1%@ ist dasGleichheitszeichn zwischendenbeidenSeitender Gleichung.Alle Gleichungen
sind von dieserForm: Siebesteherauseiner linken Seiteund einerrechten Seiteund zwishenbeiden
Seitensteht,,=". Enthalt die Gleichungwie hier eine unbekannteGroRe z, so kann man fragen,fur

welcheZahlenz die GleichunguiberhaupSinn macht(oderwas der Definitionsbeeich der Gleichung
ist; bei diesemBeispielist diesz € IR \ {—1}, dafir z = —1 auf der rechtenSeiteder Gleichung
0 im Nennerstehenwirde) und welchez die Gleichunglodsen,d.h. fir welche z ist die linke Seite
der Gleichunggleich der rechtenSeiteder Gleichung?Die Losungenz bilden die Losungsmengder

Gleichung.n unserenBeispielldsenz = 0 undz = —2 die Gleichung.Esgibt Gleichungendie keine

Losungbesitzen(z.B. besitztz? + 1 = 0 keine Losungin denreellenZahlen,da die linke Seiteder

Gleichungimmerpositi ist) undauchsolchedie fiir alle z ausdemDefinitionsberih erfiillt sind(z.B.

istz2 — 1 = (z — 1)(z + 1) furallez € TR erfilllt). Gleichungerkonnenmehrals eine Unbekannte
enthaltenZ.B. ist die Gleichung

zy=20

genaudannerfullt, wennz = 0 ist oderwenny = 0 ist. (Dassollte mansichmerken).

Wie lostmaneineGleichungBeispiel:l+xz = HLm Furz # —1 kdnnenwir beideSeitenderGleichung
mit 1 4+ = multiplizieren.Diesfiihrt auf die Gleichung(1 + z)? = 1. Multipliziert manrechtsausund

subtrahierawfbeidenSeitenl ergibt sichdie Gleichungz? 4+ 2z = 0. Hier kannmanaufderlinken Seite
z ausklammerminderhalt z(z 4 2) = 0. DiesesProduktauszweiFaktorenkannnurdannverschwinden,
wenneinerderFaktoren= 0 ist, d.h.wennz = 0 oderz = —2 ist.

Die allgemeineVorgehensweisést alsoso: Man andertbeideSeitender Gleichungsimultanab (damit
dasGleichheitszeiche erhaltenbleibt), und zwar so, dasssich eine letztlich Gleichungeribt, deren
Losungmankenntunddie im besternFall dieselberLdsungerbesitztwie die urspiinglicheGleichung.
Hierbei kann man auf beidenSeitender Gleichung Terme addieren subtrahierenmultiplizieren und

dividieren. Dabei mussman immer daraufachten,dassman nicht mit 0 multipliziert oder dividiert.

(WissenSiewieso?)EssindauchweitereAbanderungederGleichungerlaubtwobeimanimmerdarauf
achtenmuss,dassdie neuentstehend&leichungdieselberLdsungerwie die urspiinglicheGleichung
besitzt.Hier mussmanz.B. beimQuadriererbeiderSeiteneinerGleichungaufpassen.

a) GebenSiedie Losungen: derfolgendenGleichungeran (wenndieseexistieren):z + 7 = 2z — 3,

z+:=2 £E=0 =% of=2% HF-;F=1

b) LosenSiedie GleichungP = 455G nachp bzw nachG auf.

¢) LosenSiedie Gleichungab = cd jeweils nacha, b, c undd auf.

d) Wasist hierfalsch?Esist

2kg = 2000g
3kg = 3000g.

Die Multiplikation derlinkenundrechtenSeitendiesereidenGleichungeremibt
6kg = 2 - 3kg = 2000 - 3000g = 6000 000g,

dividiert manbeideGleichungensoist

) 2
3kg =2 3kg =2000: 3000g = g.

e)EineGeradé& in derEbendasstsichbeschreibenlsdie Mengealle Punkte(z, y), die eineGleichung
derFormy = mxz + b erfullen. Dabeiheif3tm die Steigungundb der Achsenabschrtider Gerader.



BestimmerSiedenSchnittpunki(z, y¢) derdurchy = 2z — 3 undy = 5z + 9 beschriebeneGeraden.
f) Wasstimmthier nicht?Zu losenist die Gleichung

ve—4-— 5

- —1=0
Ve —4 v

Losung:

z—4-3—y(z—-1)(z—4) = 0 ( Multiplikation mity/'z — 4)

z—T7 = (z —1)(z —4) ( Additionvony/(z — 1)(z — 4))
2 — 14z +49 = 2> —5z4+4  (beideSeitenquadrierj
45 = 9z

Alsoistz = 5. Die Probezeigtabery/5 — 4 — \/17 —V5-1=1-3-2=—4#0.
g) KennerSiedie Losungen: derGleichungz? + pz + ¢ = 0 (p, ¢ beliebig)?

h) KennenSiedie Losungz derGleichung2” = y (y > 0 beliebig)?

4 Prozentrechnung

Bruchteile P einergegebenenGrofie G (man sagtaucheinesGrundwertess) lassensich am besten
miteinandewvergleichen,wennmansie durch Briichemit demgleichenNennerangibt.Im Alltag wird
dabeimeistensierNenner100 verwendeundBruchteilein Hunderstebzw Prozentang@ebenStatti

vonG kannmanauch% von G oder25% von G sagenMan schreibt

1 P
— =1 bzw — = p%.
100~ % f00 7%
Der gggebeneBruchteil P heil3tder Prozentwertder GrolReG, p heiRtder ProzentsatzDie Beziehung
zwischerp, P und@ ist gegebendurchdie Gleichung

=P
100

Sind zwei dieserdrei GrolRenbekanntjasstsich mit dieserGleichungdie dritte GroReberechnenDas
Ganzeheil3t Prozentechnung Bei konkretenAufgabenmussman sich meist nur Gedankn dariber
machenwelchezwei GroRengegebensind undwelchezu bestimmerist.

a) LosenSiedie GleichungP = £+ G nachG, p undnachp% = & auf.

b) Wieviel sind16% von 50?

c¢) Auf ein Guthabenvon 8000 DM zahltIhnenihre Bankin einemJahrZinsenin Hohevon 480 DM?
Wieviel ProzeniZinsenerhalternSie?

d) lhre Miete wurdeum 7% erhbht undbetiagtnun557,47 DM. Wie hochwar die Miete vor der Mie-
ternbhung?

e) Der Personalcheginer Firma bemerkt,dass40% und damit fastdie Halfte aller Krankmeldungen
einenFreitagodereinenMontagbetrefen, ganzoffenbarzur VerlangerungdesWochenendes/Nirden
Sielhm vorschlagengdiesenZustandzu andern?

G.

5 Dreisatz

In vielenalltaglichenSituationist der Quotientz : y = % oderdasProduktz - y zweierGrolienz undy

konstant.im erstenFall -

—=C bzw z=C-y
Y



sagtman,dasgdie GrolRenz undy proportionalzueinandesind,im zweitenFall

z-y=C bzw ;z::C-1
Yy

heiRenz undy umgekehrt proportionalzueinanderDiesenbeidenGleichungersiehtmanFolgendesan:
Sindz undy proportionalzueinanderso mussbei Zunahmevon z auchy zunehmenBei umgelehrt
proportionalenGroRenmussbei Zunahmevon z die GrolRey abnehmenBei konkretenAufgabenhilft
dieseUberlegung, um zu erkennen,ob zwei GroRenin einerproportionalerndereinerumgelehrt pro-
portionalerBeziehnungueinandestehenNatirlich kannessein,dasszweigegebenesrof3enin keiner
proportionalerBeziehungzueinandestehen.
a) Entscheidersie,ob die folgendenGroRenproportional umgelehrt proportionalodernicht proportio-
nalzueinandesind:

x Yy
Preisin DM Preisin Euro
Leistungin kW Leistungin PS
FlacheeinesKreises Radius
VolumeneinesGaseg Druck einesGases

b) Auf einerDeutschlandkae im Mafistabl : 1000000 misstenvon den80 Millionen Einwohnern
dochwenigsten$?l0000 — 80 MenscherPlatzfinden.Wiesoklapptdasnicht?

Bei der Dreisatzechnurg (man sagtauch Proportionsecnurg) sind die KonstanteC' und eine der
Grolienz odery bekanntund gesuchist die zweite Grof3e.Bei einerkonkretenAufgabemussmansich
zurachstdariber klar werden,in welchemProportionaliitsrerhaltnis die anggebenenGrolienstehen
(wenniiberhauptundanschlieRendie gesuchtesrolieberechnen.

Beispiel: 2 Maler berbtigen7 Stundenum eine Wand zu streichen.In wie vielen Stundenkdnnen4

Maler die gleiche Arbeit schafen? z: Zeit. y: Anzahl der Maler. Je groRerz ist, destokleinerist y.

Damitsteherdie AnzahlderMaler unddie berbtigte Zeit in einemumgelehrt proportionalerVertaltnis
zueinandemit z - y = 2 - 7 Stunden= 14 StundenVier Maler (y = 4) braucheralsoz = 14—4 Stunden
= 3,5 Stunden.

In der SchulehabenSie solcheDreisatzaufgabewielleichtauchmit demfolgenden,Rezept gebst:

Behauptungsatz:2 Maler bertigen7 Stunden
Zwischensatz: 1 Malerberbtigt 7 Stunden- 2 = 14 Stunden
Schlusssatz: 4 Maler berbtigen14 Stunden: 4 = 3,5 Stunden

LosenSie nun die folgendenAufgaben.MachenSie sich dabeijeweils zurachstdie Proportionaliats
verhaltnisseklar. Aber Vorsicht! Nicht alleswaswie eineDreisatzaufgabaussiehtist esauch!

c) 1 Eurosind1, 95583 DM. Wieviel Eurosind1 DM?

d) 4 kg einerWarekosten32 DM. Wieviel DM kosten6 kg?Wasmachtdasin Euro?

e) Wegenvieler StauserreicherSie auf der Fahrtvon Nirnbeg nachFrankfurtnur eine Durchschnitts-
geschwindigkit von 50%. Wie schnellmisserSieauf derRiickfahrtsein,umnocheineGesamtdurch-
schnittsgeschwitigkeit von 100’”',—T zuerreichen?

f) Nachdem Gesetavon Boyleist dasProduktausDruck p und VolumenV eines(idealen)Gasesbei
einerfestenTemperatukonstantWie verandertsich der Druck p, wenndasVolumenV desGases/er
doppeltwird?

g) Der Teppichbodenbag fur ein Zimmerkostet816 DM. Wie grof3ist dasZzimmer, wennder Quadrat-
meterprei®5,50 DM beti@agt.

h) Eine (amerikanischelsalloneentsprichB3, 785 Liter, ein (englischespint0, 5688 Liter. Wieviel Pint
sindeineGallone?

i) Um dasWievielfachemiissenSie den RadiuseinesKreisesvergroRern,um seineFlachezu verdop-
peln?



j) Um wieviel Prozentverandertsich derUmfangeinesKreiseswennseinRadiusvervierfachtwird?

k) In einemUnternehmerarbeiten120 Mitarbeiter Wieviele Mitarbeitermiissterrein rechneriscimeu
eingestellwerdenwennbeigleichbleibende Arbeitsaufvand die Arbeitszeitvon 40 auf37,5 Stunden
proWocheverkiirzt wird? Um wieviel Prozentwird die Arbeitszeitverkiirzt?Um wieviel Prozenwiirde
die Anzahlder Angestelltereunehmen?

I) Bei einerGeamtpopulationon 20 Millionen Menscherantwortenbei einerrepiasentatien Befragung
von 2000 Personen 7% derBefragtenauf eineFragemit ,jd . Wieviel Prozentder Gesamtbedlkerung
wirdenauchmit ,ja antworten?

m) 3 Maurerberbtigen zum Aufrichten einer Mauer 2 Tage.Wie langewirdenzwei Maurerfur die
gleicheArbeit berbtigen?

6 BinomischeFormeln
Unterdenbinomistien Formelnverstehtmandie fir alle reelleZahlenz undy geltenderFormeln

1% binomischerormel: (x+y)? =22+ 22y +4°,
2% binomische~ormel: (x —y)? =22 —2zy+14°,

3t binomischerormel:  (z — y)(z +y) = 22 —y?,

die sichunmittelbardurchdasAusmultiplizielen derentsprechendefusdiiicke emgeben.

a) Formen Sie die folgendenTermemit Hilfe der binomischenFormelnum: (a + )%, (z + 2a)?,
(y— m)z, (2z — 1)2, (z—a)(a+z), (2-a)2+a).

b) BerechnerSie (z — (—y))? und(z + (—y))>.

EsgeltenauchFormelnfur hbherePotenzervon z + y. Soist

(x+1vy)® = 23+ 327y + 3zy® + 42,
(z + y)4 = 2t 4423y + 62%y% + 42y + ot

DieseGleichungerfir alle Exponenterm € IN kannmanin einergeschlosseneformel angebenSie
heiRtBinomister Lehrsatzundsiehtso aus:

(z4+y)" = z": <Z> zhyn Tk,

k=0
Hierbeiist 3", _, dasSummenzeiche () heiltBinomialkoefiizient,undin Abhangigleit vonn undk
ist

n\ (m—k+1)-(n—k+2)-...-(n—-1)-n _ n!

k) 1-2-...-k ~ kl(n — k)!
c) Berechnersie (5), (3). (5), (3) und(3).
d) BerechnerSie (z — y)*. (Hinweis: (z — y) = (z + (—y)).)
Die Binomialloeffizienten () sindgeradedie Zahlen dieim Pascalscheidreieck

n=20 1

n=1 1 1

n =2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

n = 1 5 10 10 5 1



in der (n 4+ 1)-tenZeile anderder (k + 1)—-ten Stelle auftreten.Sie wissenvielleicht noch, dassdie
Zahlenam Anfangundam EndeeinerZeile im Pascalschereieckimmerl sindundsichdie anderen
Zahlendadurchergebendassmandie SummederbeidenZahlentiberdieserZahl bildet. Soergibt sich
derEintrag6 in der5—ZeiledurchAddition derdariberstehenderahlen3 und3. Dadie Binomialkoef
fizientenim Pascalschereieckauftauchenkannmandiesesheranziehernym denAusdruck(z + y)"
zu berechnen.

e) BerechnerSie (z + y)° und(z — y)°.

f) BerechnerSie(y — a)® und (2 + b)*.

7 QuadratischeGleichungen

Bei quadiatisthen Gleichungen (mansagtauchGleichungen zweitenGrade3 handeltessichum Glei-
chungerder Form
az? +br+c=0,

wo a # 0, b undc reelleZahlensind. GesuchsindreelleLdsungen: dieserGleichung.Man nenntaz:?
dasquadmatische Glied, bz daslineare Glied undc dasabsoluteGlied derquadratischefsleichung.
Fur speziellequadratischésleichungenkdnnenwir sofort Losungenangebenlst dasabsoluteGlied
¢ = 0, sohabenwir eineGleichungder Form

az® + bz = 0.
Hier konnenwir aufderlinken Seitez ausklammernDamit erhalterwir die Gleichung
z(az +b) =0,

bei der auf derlinken Seitezwei Faktorenstehen DerenProduktkannnur dann= 0 sein,wennmin-

destensinerder Faktorenverschwindetalsowennz = 0 oderwennax + b = 0 ist. Bei der zweiten

Gleichungkonnenwir auf beidenSeitenb subtrahiererund anschlieBendlurcha dividieren(beachten
Sie, dassbei quadratischersleichungenimmera # 0 vorausgesetaird, alsostetsdasquadratische
Glied vorkommt). Damit erhaltenwir die Losungenz = 0 oderz = —g (wasim Fall 5 = 0 auchdie

Losungz = 0 gibt). In einemandererSpezialéll konnenwir auchsofort Losungerangebennamlich

dannwennkein linearesGlied vorhanderunddie Gleichungvon der Form

am2+c=0

ist (solcheGleichungerheiRenreinquadatist). Auf beidenSeitenkdnnenwir ¢ subtrahiererund an-
schlieRendiurcha dividieren.Dannemibt sichdie Gleichung

Auf derlinken SeitedieserGleichungstehtdasQuadrateinerreellenZahl und diesesist immer nicht

negativ. Sollte die linke Seite—¢ negati sein,so kanndieseGleichungkeinereelle Losungbesitzen.
Diesist z.B. bei derquadratischef®leichungz? + 1 = 0 derFall. Ist die linke SeitederGleichung= 0

(wasnur beic = 0 derFall ist), so habenwir die Gleichungz? = 0 zu losenmit der offensichtlichen
Losungz = 0. Bei einerpositvenlinken SeiteergebersichzweilL dsungerderquadratischefleichung,
namlich /=< und—,/—<. In diesenbeidenFallen habenwir gesehendassin Abhangigleit von den
Konstantera, b und ¢ eine quadratische&sleichungzwei Losungengine Losungoder keine Losung
besitzt.

a) GebenSie (im Existenzéll) die reellenLdsungerderfolgendenquadratischesleichungeran:

422 —1=0, —12y> =0, —162>2+64=0, —16a>+64a=0, 262+3b=0, 100c>+10=0.



Wie 16st man nun allgemeineeine quadratischesleichung?Hier bedientman sich einesTricks den
Sie ausder Schulekennenund der quadiatische Erganzunggenanntwird. Zunachstkonnenwir die
guadratisch&leichungdurcha dividieren,umdie Gleichungauf die Form

5 b c
z*+-z4+-=0
a a

zubringen.In unserenezweitenSpezialéll haberwir die Gleichunglosenkdnnen,nachdenwir aufder
linken Seiteeinenquadratischeusdruckerzeugthaben.Dies gelingt auchhier. Dazubetrachterwir

die binomischd~ormel
2, b (b > b 2
¥ a:c 2a —\* 2a ’

bei der auf der linken Seitedie erstenbeidenSummandemit denerstenbeidenSummandemunserer
guadratischerleichungiibereinstimmerund bei der im dritten Summanderkein z auftaucht.Nun
kommt der Trick, bei demwir in geschickteMVeiseeine0 addieren Wir formenunserequadratische
Gleichungin derfolgendenweiseum

b\2 /b\® ¢
(e a) () +5 =0

b\ b\

Cra) = (@) -
b\ B c

(“%) T 2 g
b\?2 b2 — 4ac

<m+%) B 4q?

Wie beieinerreinquadratisobn Gleichungstehtaufderlinken SeiteetwasNicht—Neyatives DasVorzei-
chenderrechtenSeiteund damitdie Entscheidunglaiiber ob undwieviele Losungerexistierenhangt
nurvom Zahlerb? — 4ac ab,dersogenannte®iskriminante

D = b% — 4ac

derquadratischeleichung.Nun kdnnenwir wie obenargumentiererund FolgendedeststellenEine
quadratisch&leichungaz? + bz + ¢ = 0 mit a # 0 undreellenKoefizientena, b undc hat

genawweireelleLosungen wenndie DiskriminanteD = b% — 4ac > 0 ist,
genaweinerelleLésung  wenndie DiskriminanteD = b? — 4ac = 0 ist,
keinereelleLosung  wenndie DiskriminanteD = b% — 4ac < 0 ist.

In denersterbeidenFallenkonnerwir durchAuflosenderGleichung(z + %)2 = ”Z;L%“C die Losungen
explizit angeben:

zweireelleLosungerbeib? — dac > 0: ;= =P =dee ynd g, = =b=vbi-doc
einerelle Losungbeib? —4ac =0: z; = —

— -
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Hier brauchtman sich abernur den Fall zweier Loésungenzu merken, da der Fall einer Lésungder
Spezialéll mit b — 4ac = 0 ist.
b) Aus derSchulekennenSievielleicht nochdie ,,p—g—Formet : Die quadratisché&leichung

a:2+p:c+q=0

besitztim Fall p> — 4¢ > 0 die Losungen

p p\?

=g () o
Wie hangtdieseFormelmit derobigenLdsungsformetusammen?
¢) BenutzenSie die ,p—g—Formet , um dasFolgendezu zeigen:Hat die quadratische&leichungz? +
pz + q diebeidenLdsungene; undzs, soistz; + 22 = —p undz; - x2 = ¢. (Diessinddie Formelnvon
Mieta) Dasbedeutetz? + pz + ¢ = 2% — (21 + z2)z + z122 = (= — 21)(z — 22).
d) BerechnerSie die Diskriminantederfolgendenquadratische®Gleichungerund entscheidersie, ob
zwei, eineoderkeinereelleLosungexistiert: 22> —3z+4 =0, —1022492—3 =0, 2?—-8z+16 =
0, %m2+%m—%=0.
e) GeberSiedie Losunger: derquadratischeleichungenca® — ya + = in Abhangigleit vonz, y und
z an.
f) FindenSiedie Losungerb derGleichungb? + zb — 22 undderGleichungz? + bz + ¢ = 0.
Mit der Losungsformefir quadratischesleichungerkdnnenSie entscheidenpb und welchereellen
Losungereinequadratisch&leichungbesitzt. Damit lassersich aberauchLdsungerfiir andereArten
von Gleichungenfinden, sofernman dieseauf quadratischésleichungenzuriickfuhren kann. Dies ist
z.B. beispeziellenGleichungen dritten undviertenGradesderFall. Die Gleichungdritten Gerades

Yy’ +4y® — 5y =0,

beiderkeinkonstanteslied vorhandenst, besitztdie Losungery = —5, y = 0 undy = 1. Dieserkennt
mandurchAusklammerrvon y auf der linken Seite,wodurchsich die Gleichungy(y? + 4y — 5) = 0
emibt. Also isty = 0 odery ist eineLdsungder quadratische®leichungy? + 4y — 5 = 0. Gibt esin
einerGleichungviertenGrades

zt —i—p:n2 +49¢=0
keineGliedermit ungeradertxponentensokannmandieseGleichungalseinequadratisch&leichung
furu = 22 aufassenalso

u? +pu+q=0.

Im Fall einer nicht nggativen Diskriminante lassensich die Losungenu dieser Gleichungmit der
LosungsformebestimmenDurch anschlieRended/urzelziehenausden nicht negativen(!) Losungen
u) erhalt mandannLosungenz. Beide Verfahrenlassensich auchanwendenwenn es gelingt, eine
Gleichungaufdie Formy® + py? + qy = 0 bzw y* + py® + ¢ = 0 zuriickzufihren.

g) GebenSie die Losungen: der folgendenGleichungeran: z* — 16 = 0, z* — 1922 + 100 = 0,
23— 252 =0, 223+ 622452 =0.

h) BestimmenSie die Losungera der Gleichungen(a? — 24)2 — 2a® + 49 = 0 und (a? — 14)? =
5(6a2 — 49) (hier hilft jeweils ein kleiner Trick).

Einige Arten von Bruchgleichungn lassersichebenélls aufquadratischésIeichungerzurUckﬁJhren.

i) BestimmerSiedie Losungen: derGleichungertt3 + £, =5 und &4 = — 22,
j) GebenSiedie Losungery folgenderGleichungeran: 5L ZL = 4y3_6 und
k) "y 3y _ Ay *y+4)

32 —16

ElneW|cht|ge Klassevon Glelchungendle sichmanchmahbuf quadratisch&leichungereurickfuhren
lassensindWurzelgleihwungen.
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8 Wurzelgleichungen

Gleichungerwie

V2—z4++Vz—-1=0,

bei welchendie VariableunterdemWurzelzeichervorkommt, nenntmanWurzelgleitiungen Bei sol-
chenGleichungermussmanzuréachstdie Fragenachdem Definitionsbereh stellen,dadie unterden
Wurzeln auftretendermermenicht neggatv seindurfen. Anschliel3endvird die Gleichungumgeformt,
wobei ein wichtigesHilfsmittel dasQuadriererder Gleichungist. Aber Vorsicht! Die quadrierteGlei-
chungkannmehrLésungeralsdie urspiinglicheGleichungbesitzenSoentstehtdie Gleichungz? = 1

mit denLodsungen: = 1 undz = —1 durchQuadriererausder Gleichungz = 1 mit nureinerLdsung.
Merken Sie sich: Wrd beim Umformeneiner Gleichung quadriert, so sind die Losungn der neuen
Gleichungen nur Kandidatenfur die Losungn der urspriinglichen Gleichungen, d.h. die Losungn der
urspriinglichen Gleichungbefindersich unterdenLodsun@n der quadriertenGleichung Abernicht alle

KandidatenrmisserLosungn der urspringlichen Gleichungsein.Die Losungerfindetmandurcheine
Probe: Man priift direkt nach,welchederKandidaterdie urspkinglicheGleichunglosen.

Im obigenBeispielist der Definitionsbereib derGleichung{z € R : 1 < z < 2} =[1, 2], dadererste
Ausdrucky/2 — z fir2 — z > 0, alsoz < 2 undderzweite Ausdrucky/z — 1 furz — 1 > 0, alsofiir
z > 1 definiertist. Beginnenwir mit denUmformungenWir bringendenzweitenTermder Gleichung
aufdie rechteSeiteund quadriererdie entstehend&leichunganschlieendiesemibt

2—zxz=2—-1,

mit derLosungz = % Diesist unserKandidat.Die Probe

e

zeigt, dassder Kandidatdie urspiinglicheWurzelgleichungnicht [6st. Also besitztdie Gleichungkei-

ne Losungen(Dies hatte manbei genauerentinschauerauchdirekt an der Gleichungseherkdnnen.
Die linke Seiteder Gleichungist die SummezweierWurzelnund damitdie Summezweiernicht nega-
tiver Ausdiiicke. Diese Summekannnur dann0 emgeben,wennjeder Summand= 0 ist. Beim ersten
Summandetst diesaberfur z = 2, beimzweitenSummandeffiir z = 1 derFall.)

a) BestimmenSie den Definitionsbereichund die Losungender folgendenGleichungen:y/3 — z =

Ve—1, Vi—z= ﬁ (x—1)V5—z+vVz—1=0.

b) BestimmerSiedie Losungen: von6—+/1 — 4z = %a: V13 —4z =2—z und/13 — 4z = 4—=.

c) LosenSiedie Gleichungen/z — 5 = 5 — y/z und Y53 — v&t0 — 1,

9 Potenzenund allgemeineWurzeln

Dasm—facheProdukteinerreellenZahl a mit sichselbstheil3tdie m—te Potenzvon a undwird mit

a =a-‘a-...-a
————

m—mal

abgekKirzt. Hierbeiist m zurachsteine natirliche Zahl. Fir ganzeZahlenm erklart mandenAusdruck
a™ wie folgt: Der Kehrwert% einerZahl a # 0 wird mit «—! abgekirzt. Fir negative m setztman
danna™ = —L- = —L__ Fur ganzzahligeexponentenn undn ergebensichunmittelbardie folgenden

Potenzgsetze:

177, — 1, a]. — a/, a77l+7l — aﬂla7l’ (a'rn)n — a'mn’ (ab)’ln — a’nlb’nL.
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Furm,n € IN ist namlich beispielsweise

.ca)a-...ca)=@g-...-a =a"",
N e Nl o N——

m—mal n—mal (m~+n)—mal

Fur jedenicht—ngative Zahl e undjedenatirliche Zahl» existiert genaueinereelleLdsunga > 0 der
Gleichunga™ = z. DieseLdsungz heil3tdie n—teWurzelvon a undwird mit

Ya=an
bezeichne{im Fall n = 2 sprichtmanauchvon der(Quadrat—)Wirzel undschreibteinfach/a = a%).
Fira > 0undg = = € Q (m € Z,n € IN) wird die positve Zahla? definiertdurch
=t = = = (1) = ("

Hatmana! fur alle rationalenZahleng erklart, sokannjederMathematikstudnt und jedeMathematik-
studentinim erstenSemestebeweisen,dasseszua > 0 undr € IR eineeindeutigbestimmtepositive

Zahla™ gibt. DieseZahla™ heil3tPotenzzur Basisa > 0 mit Exponent € IR. Fiira = 0 undr > 0 setzt
mannocha® = 0 (BeachterSie: 0’ und0” mit » < 0 sind nicht definiert!) Die fiir ganzeExponenten
gultigenPotenzgesetzébertragersichohneweiteresauf allgemeindPotenzenEsgilt also

1T — 1, al — a/, a’l’+5 — aTaS, (a’l')s — a/’l’s, (ab)’l’ — a’f’b’!’

fura,b > 0 undr,s € IR. DieseGesetzesollten Sie kennen.Ein Spezialéll dieserGesetzesind die
Wurzelgesetze

Vb= vava, §fva= e vava= Ve, YL wyfgw
/a

fura,b > 0 undm,n € IN. Hier sehervielleichtinsbesonderdie letztenbeidenGesetzeetwasseltsam
aus.Wennmandie Potenzgesetzennt,kannmandiesabersofortnachrechnen:

11 141 m+tn S
%\"/a = agmqagn — a7n+n = qQ mn =— eV a771'+n_

a) Berechnersie23, (22)3, 22° und 3.
b) BerechnerSie /49, v/27 v/125, und v/81.
c) ZeigenSie: ,)/5 = "Van—m,

Va

d) VereinfichenSiedie folgendenAusdiiicke saveit wie moglich:

V4V, V12-V3,  (Va-vb)(vVa+Vh), Vaimita€eR.

e)BerechnerSie2” und2= = (3)” fiurz = —2,-1,0,1,2.
f) Dricken Siedie folgendenTermedurcheineeinzigeWurzelaus:

\/ﬁ, (/%, \/E, \5/ a” \3/ a*Vat.

g) BringenSiedie folgendenTermeaufdie Forma”.

as -\ a2 Va?, 7(1\4/;, Var V/a*



h) Aus demMathematikutericht wissenSie vielleicht noch,dassy/2 keinerationaleZahl ist (was Sie
vielleichtwenigerirritiert hatalsdie antiken Mathematiler, denendieserstmalsaufgesllenist). Kennen
SienochdenBeweis?

An dieserStellekdonnenwir nochkurz daraufeingehenwiesowir im Abschnittiiberdie quadratischen
Gleichungenimmervon denreellenLdsungergesprochemaben.Aus h) ist ersichtlich,dassdie Glei-
chungz? = 2 in denrationalenZahlenkeine Ldsungbesitzt,wohl aberin denreellenZahlen,die eine
echteObermengealer rationalenZahlenbilden (jederationaleZahl ist aucheinereelle Zahl, abernicht
jedereelle Zahl, wie z.B. /2, ist einerationaleZahl). Wir habengesehenDie Gleichungz? = —1
besitztkeine Losungin denreellenZahlen.Wie manaberbei der Gleichungz? = 2 sieht,kanndurch
Erweiterungder Grundmengéhier von @ aufIR) eineLdsunggefunderwerden.Gehtdiesauchbeider
Gleichungz? = —1? Die Antwort ist ,ja" . Der Zahlbereichjndemdie Gleichungz? = —1 eineLdsung
besitztist die MengeC derkomplexen Zahlen.Sie bestehtausallen Zahlender Form a + bi, wo i, die
imaginare Einheit die Wurzelaus—1 ist, d.h.eine, Zahl' i miti> = —1 unda undb reelleZahlensind.
Beispielsweisést 2 + 3i einekomplexe Zahl. ReelleZahlena sindspeziellekomplexe Zahlender Form
a + 0i. Wie manbei denreellenZahlenvon der Zahlengeradespricht,sprichtmanbei denkomplexen
ZahlenvonderZahlenebenesokannmansichjedenPunktder z—y—Ebeneals einekomplece Zahlvor-
stellen.Der rellenZahl 1 entsprichtder Punkt(1,0), derimagirarenZahli entsprichtder Punkt (0, 1).
Fur komplexe Zahlengeltenalle Rechenrgeln, die auchfir reelleZahlengelten.

i) Losensiedie Gleichungz? = —1 in derMengederkomplexen Zahlen.

10 Logarithmen

Zub > 0 mitb # 1 besitztdie Gleichungb® = y fir positive y eine eindeutigeLdsungz. Diese
LosungheifRtder Logarithmusvon y zur Basisb undwird mit log; y = z notiert. SpezielleWerte des

Logarithmussind

1
10gb 1= 0, 10gbb = 1, logb E = —1.

Aus denPotenzgesetzdritensichfir z,y > 0 undalle s € IR die Logarithmengedeeab:
x
log, zy = log, z + log,y,  log, v logyz —logyy,  slog,y = log,y”.

Beispielsweisést
blogb z+logyy _ blogb wblogb Y — zy.

Also musslog, z + log;, y = log, zy sein,dab®s ¥ = gy ist.

a) BerechnerSielog, 4, log, 8, log;; 1000, log, 4 undlog, 8.

b) BerechnerSielogy 5 + log 2, logy 14 —logy 28, logs 27 — log, 4.

c) FasserSie die folgendenAusdiicke zu einemLogarithmuszusammenlog; 2 + log; 3, log, 5 —
log, 10, log, 2 — log, 4 + log, 6, log, V2 — %logb 2, 2logyz+ 3logyy.

d) VereiniichenSie die folgendenAusdiicke zu einemLogarithmusilog;, z* + log, =2, log;, 222 —
logy 4z, logy(/x - V/x)?, logy(z —y) +logy(z + ).

Logarithmenzu verschiederBasenlassensich einfach ineinanderumrechnenEs geltendie Umrech-

nungsformeln
1 1 1
log, z = %8s % und O8pT _ O8al
log,, b logyy  log,y
Am bestermerktmansichdiesmit der Regel: Der QuotientzweierLogarithmenist unablangigvonder
Basis.

e) Die Formellog, x = l‘)g—mb ist ein Spezialéll derderFormel

log

f) Stimmtdie Formellog;, z = —log% x?

logyz _ log, z

o = oo+ . Aberwelcher?
08 Y 08q Y
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g) Berechnersie }gzj > sawie %‘;‘gz .

h) Der Ausschlagder NadeleinesSeismographeist ein MaR fiir die tatsachlicheBewegungdesUnter
grundesamBeobachtungsosrinesErdbebensinddamitein MalR dervon einemErdbeberfreigesetzten
Enepgie, welchemittels der ,Richter-Skald gemessenvird. Diese Skalaist logarithmischaufgebaut.
Die Magnitude M (die Starke) auf der Richterskalaentsprichtgrob gesprochemem Logarithmusder

freigesetzterenegie E, also

M =log,C-E

(hierist C eineKonstante)Erhoht sichdie MagnitudeM aufdieserSkalaum denWert1, soerhbhtsich
die zugeordnet&negie um das30—fache.GebenSie die Basisb dieserlogarithmischerSkalaan.Um

wieviel ermbht sichdie Enegie, wennsichdie Magnitudeauf der Skalaum0, 5 erhoht?

In derPraxissindeinigeBaser von besondereBedeutunginddie entsprechendeogarithmerhaben
eigeneNamen.Auf Ublichenwissenschaftlicheffaschenrechnerfindetmandendekadischemnd den
natirlichenLogarithmus(Uberdie Umrechnungsirmd kannmanmit jedemvon dieserauchLogarith-
menzu beliebigenBasenberechnen.)

b |log
2 |Id dualerLogarithmus

10 | lg | dekadischetogarithmus
e |In natirlicherLogarithmus

e = 2,71828182... ist hier die Eulersche Zah|, die in der Mathematikeine besonderd8edeutunghat
(wassicherstin derhtherenAnalysisherausstellt)Nebenr ist dieseZahl die wichtigstemathematische
Konstantaundwie = ist e keinerationaleZahl (d.h.die Zahlenreihe2, 71828182 .. setztsichfort ohne
jemalsperiodischzu werdenoder abzubrechen)So gilt z.B. (dasmussenSie sich nicht merken) mit
derimagirrenZahli die bemerlenswete Formele'™ + 1 = 0, diein jederSammlungder,,sctbnstet
mathematischeRormelnauftaucht.

Zum SchlussdiesesAbschnittesbehandelnwir noch logarithmistie Gleichungen Der ubliche Re-
chentrickbei diesenGleichungist die Verwendungder Wertelog, 1 = 0, log, b = 1, logb% = -1,
die Benutzungder Identitat b = log, a® = a8« ® sowie die Beobachtungdasslog, = = log, y nur
fur z = y geltenkann.Bei logarithmischenGleichungen sollte manimmerdie Probe maden, ob die
errechnetenLosungn (sofernman sie gefundenhat) audh im Definitionsbegich liegen BeachterSie
nochmals:Logarithmenkannmannur von positivenZahlenbilden Beilog,  mussz > 0 seinundb
einepositive Zahlverschiedewon 1.

i) LosenSiedie Gleichunglg = + lg(z — 2) = 1g 3.

j) LosenSiedie Gleichungz'"? = 3.

k) FindenSiedie Losungenz derGleichung2!t @z lne = 2.

11 Funktionen

In der Technikundin denNaturwissensctigen bezeichnetnaneine Grol3e,derenWert von eineroder
mehrerenanderenGrofienablangt, als eine Funktion Beispielesind die Langedes Bremsweges in
Abhangigleit von der Geschwindigkeitder Ernteertragn Abhangigleit vom eingesetzteiingeroder
der Luftdruck in Abhangigleit von der Hohe. Hangtdie Funktion dabeinur von eine Grof3ex ab, so
schreibtmanoft f(z) fur denWertderFunktionf anderStellez. z liegt dabeiim Definitionsbegich A
derFunktion,derWert f (z) liegtim Wertebeeich B derFunktion.In denmeistenAnwendungersind A
und B TeilmengerderreellenZahlen.Fir allgemeinerd-unktionerkdnnendiesaberauchandereMen-
gensein.Funktionenf : A — B lassersichmathematiscldadurchbeschriebendassderWert f(z) an
der Stellez anggebenwird. Dies geschiehbft durchAngabeder Zuodnungsvaschrift z — f(z). Ist
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derDefinitionbereicreinerFunktionnichtexplizit anggebenjst meistdermaximaleDefinitionsbereich
gemeint.

Beispielefur Funktionen: Lineare Funktionen:f(z) = az oderz — az mit einerfestenZahla.
Potenzfunktionenf(z) = =" mit einerfestenZahlr € IR.

Exponentialfunionen: f(z) = o mit einerfestenZahla > 0.

Logarithmusfuktionen f(z) = log; = mit einerfestenZahl1 # b > 0.

In der SchulehabenSie Funktionenzumindestei der Kurvendiskission kennengelerntind dort spe-
zZielle Eigenschafter{Stetigleit, Differenzierbar&it, DefinitionsbereichNullstellen,Monotonie,lokale
Minima undMaxima,...) berechnetinddenFunktionsgrapheim Koordinatensysta dagestellit.

fx)

Der GrapheinerFunktion

BestimmerSSie bei denfolgendenFunktionendenDefinitionsberei und skizzierenSie die Funktionen
(ohneetwas auszurechnerier gehtesnur darum,ob Sie ein Gefuhl dafur habenwie der Graphder
FunktionaussiehtWennSie nichtweiterwissen konnenSie aucheine Wertetabelleserwenden):

a) f(z) = 2z,

b) f(z) = 2* — 1,
c) f(z) = Ve,
d) f(z) = €",
e)f(z)=Inz

f) f(z) =3

Hat bei einerFunktionjedesElementy = f(z) desWertebereichegenauein Urbild z im Definitons-
bereich(mathematisclkannmandiesso ausdicken: Aus f(z) = f(y) folgt z = y), sonenntmandie
Funktion f umkehrbar In diesemFall wird durchdie Zuordnungserschift y — = = f~1(y) die Um-
kehrfunktionf~! zu f definiert. Strengmonotonwachsenddzw strengmonotonfallendeFunktionen
sind umkehrbar(Sie wissennoch, was strengmonotonwachsendund strengmonotonfallend bedeu-
tet?).Man erhalt die Umkehrfunktion (als Funktionvon y), indemmandie Gleichungy = f(z) nach
z aufiost. Sobesitztdie Funktion f(z) = z* (dieseist strengmonotonwachsendyie Umkehrfunktion
fY(y) = ¥y. Aber Achtung:Nicht jedeFunktionbesitzteine Umlehrfunktior

g) Wannist eineFunktionaufihrem Definitionsberaih strengmonotonwachsend?

h) Welcheder Funktionenin a)—f) sindumkehrbaraVie lautendie Umkehrfunktianen?

Im Analysisunterich an der SchulehabenSie zwei Operationermit FunktionenkennengelerntDif-

ferenziererund Integrieren.Beide Operationerwerdendurch Grenzwertpozessebeschriebenwelche
auchbeimKonzeptder Stetigleit einer Funktiongrundleyendsind. SolcheGrenzwertprozesssind das
Handwerkszeugler Mathematiler und Mathematilerinren. Hier werdenwir uns nicht so sehrum die
genauemefinitionenkiimmern(vielleichtsind Siein der Schulevon der Epsilontik,d.h.von Redaven-
dungerwie ,Zue > 0 existierteiné > 0, sodasgur alle...“, erschlagenvurden),sonderrmehraufdie
intuitive Vorstellungeingehendie manvon Grenzwertprozess habensollte.

Anschaulichkorvemgiert eineFolgereellerZahlenz,, gegeneineZahl zy € IR, denGrenzwerder Folge
z,, wenndie Folgayliederbein — oo gegendenWert z streben.So korvemiert beispielsweisalie
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Folgez,, = % bein — oo geggendenGrenzwert), dadie Zahlen% beliebignahean0 heranreichenn

diesemFall schreibtman )
lim — =0.
n—oo N

Ist f eineFunktionundz, im Definitionsberaih, solassersich Folgenz,, — z¢ im Definitionsbereich
betrachtendie zugeldrigen Funktionswertef (z,,) der Folgegliederz,, sovie der Funktionswertf (z)

desGrenzwerteg. Eine Funktionheil3tstetigan der Stellezy desDefinitionsbegicheswennfir alle

Zahlenfolgn, die im Definitionsbeeich gegen z( korvemgieren, die Bilder f(z,,) im Wertebeeich gegen

f(zo) korvemieren. BeachterSie,dassdiesfir alle Folgenz,, mit Grenzwertz, im Definitionsbereich
geltenmuss.Stetigim Punktzy bedeutedamit: Wannimmer z im Definitonsbereis gegenz im De-

finitionsbereictkkornvergiert, strebtf (z) gegen f(z) im Wertebereictlder Funktion.Man driickt diesso

aus:Fur alle Folgenz,, — x( im Definitonsbereiclgilt

lim f(zn) = f(=z0),

Tpn—rT0

bzw  lim f(z) = f(=).

T—rTQ

Gilt diesfir alle z¢ im Definionsbereia, sonenntmandie Funktionstetig.AnschaulichbedeuteBtetig-
keit, dassmandenGraphender Funktion,ohneabzusetzéndurchzeichnetkann. Einer Funktionkann
manalsoansehengb sie stetigoderunstetigist.

i) Welcheder folgendenFunktionenist auf Ihrem Definionsbereie stetig: f(z) = 1;1, f(z) = =2,

flz) = 1, wennz >0
1 -1, wennz<0 ’

12 Logarithmus— und Exponentialfunktionen

Bei demLogarithmuslog,z zur Basisb (wie immer:1 # b > 0) konnenwir fur z jedepositive reelle
Zahl einsetzenDurchdie Zuordnungserschift = — log,  wird eineFunktionmit demDefinitionsbe-
reichIR~ derpositvenreellenZahlenerklart, die Logarithmusfuktion zur Basisb. f(z) = log; = hat
folgendeEigenschaften

e Definitionsmege der Logarithmusfuittion sind die positven Zahlen,der Wertebereichst die
MengeallerreellenZahlen.

¢ Die Logarithmusfunkbtn log; = ist strengmonotonwachsendir 5 > 1 und strengmonoton
fallendfuro < b < 1.

¢ Logarithmusfuktionen sindstetig.
e Alle Logarithmusfunkbnen habendieselbeNullstelle zg, namlichzy = 1.

Von herausgehoben®&olle in derMathematikist die natiirliche Logarithmusfuktion f(z) = In .

a) WelcheBaserb sindbei denLogarithmusfunkonen zugelassen?

b) KennenSienebender NullstellenochweiterespezielleWertevonlog,, =?

c) SkizzierenSiedie GrapherderLogarithmusfunkonenlog, = undlog% z.

d) Mit denLogarithmengegeenistlog, z = — log% x. Wasbedeutetliesfur die GrapherderLogarith-
musfunktioneriog;, = undlog% z?
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GrapherderLogarithmusfunktionein  und — 1n = undder Exponentialfunktioner ® unde —*

Bei einerPotenza® mit positiver Basisa konnenwir fir z jede reelle Zahl einsetzenBenutzenwir
hier die Zuordnungserschrift z — a*, so habenwir die Exponentialfunkbn zur Basisa definiert.
Von herausgehoben®edeutundgir die Mathematikist die Exponentialfunkbn zur Basise, wo e die
EulerscheZahlist. Die Funktion f(z) = e” heiRtdeswgendie (natirliche) Exponentialfuktion (hier
lasstmanin der SprechweisélenBezugauf die Basiseinfachweg undauchderZusatz,natirlich' wird
meistensveggelassen)Exponentialfunkbnen habernfolgendeEigenschaften

e Definitionsmege ist die MengederreellenZahlen,der Wertebereichst die Mengeder positven
Zahlen(insbesonderbabenExponentialfunionen keineNullsteller).

e a” ist strengmonotonwachsendir e > 1 undstrengmonotonfallendfur0 < a < 1. Fira =1
ist die Funktionf(z) = 1* = 1 einekonstante~unktion.

e Exponentialfuilktionensindstetig.
¢ Alle Exponentialfunkonen habendenselbewWertanderStelle0, namlicha? = 1.

e) WelcheBaserm sindbeidenExponentialfunktioenzugelassen?

f) SkizzierenSiedie Grapherder Exponentialfuktion e® und (1) = e==.

g) Mit denPotenzgesetzeata * = aix Wasbedeutetliesfir die Grapherder Exponentialfunktn a®
und (1)*?

h) Rm('—.\?:LnerSienach:am = e¢”Ine (Exponentialfunkonen zu beliebigerBasenassersichalsodurchdie
(natirliche) Exponentialfunkon ausdiicken).

i) RechnerSienach:a® ist die Umkehrfunktion zulog, = (1 # a > 0).

j) Besitztdie Gleichunge” = In z eineLdsung?

In den Naturwissenschten werdenmit Exponentialfulktionen Wachstums-und Zerfallsprozessebe-
schriebenDiesgilt beispielsweiséir dasWachstumvon Zellkulturenunddenradioaktiven Zerfall.

k) Eine Zellkultur in einerNahribsungverdoppeltsich durchZellteilung alle 4 StundenZu Beginn ei-
nesBeobachtungsze#tuns betragadie MasseM derZellkultur 1g. TragenSiein eineWertetabellalie
Masseder Zellkultur zur Zeit t = 0 Stunden¢ = 4 Stundent = 8 Stundenundt¢ = 12 Stunderauf.
Wieviel wog die Zellkultur 8 Stundenvor Beginn desBeobachtungsze#umes (dasist der Zeitpunkt
t = —8 Stunden)®GebenSie auchdie Funktionswerschift der Funktion M (¢) anund skizzierenSie
ihrenGraphen.

18



[) Ein radioaktvesPraparatzerfallt mit einerHalbwertszeivon 50 JahrenSei M, die MengedesPrapa-
rateszur Zeitt = 0. GebenSie die Funktionswersadrift der Funktion M (¢) an, welchedie Mengedes
Praparategzur Zeit t angibt.
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ABSCHLUSSTEST

. BerechnerSiedie Losungene: derfolgendenGleichungen:
a)l+z= a;_i?,'

b) 522 — 3 + 23 — z = 22% — 3(1 — 3z),
Oz+l=+vVz+1++z—-1.

. Berechnersie:

&) = g ~ Jmt g T3V
NI
a? \/ch b’

. Eine Batterieversogt die Beleuchtungeiner Baustelle Bei achtangeschlossend_ampenreicht
sieflr 11 Nachte Wie langereichtsie,wenndrei zuatzlicheLampenangeschlossemerden?

. 80% der Teilnehmenderam diesemKurs essermittagsin der Mensa,15% sind Selbstersoger
und die restlichendrei Teilnehmendererrahrensich nur von Kaffee und Zigaretten.Berechnen
Siedie Gesamtzahtler TeilnehmerdesKurses.

. Welche der folgendenAusdiiicke sind sinnlos (nicht definiert)? \/g e™, 0, (—2)2, (—-2)=,
logy(—2), log_» 2, (e72) 2,272,
. StellenSiedie folgendenLogarithmendurchdennatirlichenLogarithmudn dar:

logs 3, log1 2, log, .

. SkizzierenSie den Graphender Funktionenz +— z? + 1 undz — V2. Hat die Gleichung
z? + 1 = V22 eineLosung?

. DasGesetalesradioaktven Zerfalls einerradioaktven Substanzautet
M(t) = Mye ™.

Hierbei bei M, die Mengeder radioaktven Substanzur Zeit ¢t = 0 und M (¢) die Mengezur
Zeitt. A > 0 ist einevon der SubstanzablangendeKonstante BerechnerSie in Abhangigleit
von \ die HalbwertzeitT' derradioaktven Substanzalsodie Zeit, nachderjeweils die Halfte der
Substanzerfallenist.

(Hinweis: Zur Zeit T ist Halfte derSubstanzerfallen,d.h.esgilt: M (T) = Mye™*T = 1 M(0) =
T Mye=*" = L M. Die GleichungMoe=*" = 1 M, kannnachT aufbstwerden.)
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Hinweisezu den L osungen

Eskannsein,dasssich bei diesenLésungemocheinige Fehlereingeschlichetaben Wenn Sie beim
mehricherNachrechnerinerAufgabeeineLdsungoerechnehabendie sichvonderhieranggebenen
LosungunterscheidesolltenSiedie hier aufgeschriebenedsungiberpiifen (wo diesmoglichist, etwa
durcheine Probe).Dariberhinaugyibt es bei vielen AufgabenmeherelL 6sungswge. Es machtdaher
nichts,wenn Sie die Losungeiner Aufgabeauf einemWeg gefundenhaben,der sichvon demin den
HinweisenvorgeschlagenekiVeg unterscheidetWesentlichist nur, dasslhr Losungswg mathematide
korrektist undauf die richtige Losungfihrt.

Test

1.8 <0,66 < 2 <0,66667 < 11 < 1002 12,

2. BeldeAIternatwensmdglelch Ist P derNettopreissoist derEndpreisderersterAlternative P- 0,9 -
1,16 undderjenigederzweitenAlternatve P - 1,16 - 0, 9.

4800m _ 4800m _ ~
3. 9800 e M = 712809 000 ™ = 0,000375m ~ 0,4 mm.
3. (Lyly_1=5 _1 a b p_ a4bPtab?
4a)2 (6+3) % — 9 b+a,+b_ ab .

4.b)x = % bzw y = 2.

\/5 1 1 1
5-2=(ﬁﬂ> CL=Wi=0) =Vl 3 = (VBr V)Y
2

6.a)(z+y)?2=2>+2zy+y? (z—y)? =22 -2zy+y2und(z +y)(z—y) =22 —y
6.b)z = —6 undx = 2.

7.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

(a+b)° = a® + 5a*b + 10a3b% + 10a2b + 5ab* + b°.

8. Das Angebotder zweitenBank ist guinstiger Nach einem Jahrwird ein Grundkapital K, bei der
erstenBank einmalverzinstmit Kggk; = Ko - 1,06. Bei derzweitenBank erhaltenSie nacheinem
JahrauchschonZinseszinsemit KBankz = Ky - (1,015)4. Hierbeiist (1,015)* = (1 4+ 0,015)* =
14+4-0,01546-(0,015)% +4-(0,015)° + (0 015) > 1, 06.

9.a)logg 2 + @ = 1 (beachterSie:log; 6 = 12263) 21og, Val + &log, Vat =b.

9.b)z = +v/2bzw y = 2.

1 Zahlbereicheund Rechenregeln

b) a+(b+a) = 2a+b, a-(b+c) = ab+ac # ab+c, a-(b-(c+b)) = ab
((a-b)+a)-c=abc+ac=a(b+ 1)c, g a—%, %—1—775
€) 2(—u + v(u +v)) + u(u - 20) = —2u+ 2" +u, (p+)(p + 4
(a—b)3 = a®—3a%b+3ab® — b3, (z+y)(z —y) = 2?

(c+b) = abc+ab® # abc+b?,

] (P—Q)(P—Q) = 4pq,
—y% (1+q+q*+. +q J(1—q) =1—qg"

3 1 1 2
1,11 _ ytel 5+ﬁ—: 1-5+3 31 atp 15 _ a®4b—ab? ey+14(z+y)?
d) + Ty - Ty ) 7+ + 4_% - 561 %+b+a’ b —_ ab ] _11 )3 +14 —(z+y)2 )
Ey
1 _ 24=x
1+—1L - 342z

T
I+ 117

€)2(2?)— 2ot = 902 2t ((242)22) (2 4y?) = (242)2 (2+1?), 224D (ay)? = 2243 (ay)?,
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((z+y)(z—y?) +1)z*, ((2((z)* + ))+9321=(2($2+1)+m)2-
1 1_11_ 1,1_11 —-1,2 _11=-5_ 12 2,1 1 _
D3 s=gs-3+t2=5 3 3= 57 =7 "3tz =0
5 3

49 49 1527 _ 27 BSetz® _ 54tz 25a+ba a?—1 a2+1
9% =717 65 —?’(sz) = 2 azo =150, ‘57 =a— 155
hz(z+y)—z=z(z+y—1), 222 +6m+4a: —2m(m+3+2a: )s m+y—2(m—%).
N1 z _ ytz? zy+l a . atb _ a?—ab 3 _ 3
I)_ __Jacy ;é gcy ’F'm_bz—l—ab’(_m) =—T

2 MathematischeSymbole

b) v/2 ist die Wurzelaus2, alsodie positive (!) Zahl, die mit sichselbstmultipliziert 2 ergibt.
¢) (-1)° = —%,(~1)> = 1 und5® = 125.
d) Ja.
e)Nein.Z.B.ist2 > —3, aber} > —
)Y ar=ar4+a+...4+an. E

k=1 k=1
istgleich 2™t 7z Blist1 4+ 24 ...+ 10 = 1211 — 55,
0){0,1} |std|e Mengedle ausdenbeldenEIementer[) und1 besteht{z € R : = > 2} ist die Menge
allerreellenZahlen,die groRerals2 sind, [2, 5[ ist die Mengealler reellerZahlendie grof3erodergleich
2 undkleinerals5 sind.In mancherMathematiklichernwird hierfur auch[2, 5) geschrieben.
h)s!=1-2-3-4-5=120, ¥ =910 = 90.

n!

) (3) = Rn— k)'
j) ©=3. 14 ,e=2,7L.
K) lim E = 0 bedeutetDerGrenzwerlderFoIge bein gegenunendlichist 0.

n—ro0

?r' ST

"("2“) bedeutetDie Summedererstenr naiirlichenZahlen

3 Gleichungen

a)z + 7 = 2z — 3 hatdie Losungz = 10, = + 1 = 2 hatdieLosungz = 1, 5=~ = 0 Iasstsichnicht
nachz aufibsen(1 ist NuIIsteIIedesNenners)% = % hatdieLosungen: = +v/2, 23 = 22 besitztdie
Losungen: = 0 undz = +v/2 — —L2 =1 besitztkeineLosung.

b)p =100&, G = 100%.

C)a:%, b:%, c:%bundd:a?b

d) Hier mussmanauchdie Einheitenmultiplizierenbzw kiirzen(1 kg = 1000 g benutzen).

e) (zo,y0) = (—4,—11).

f) Hier hatbeim QuadriererbeiderSeitendie sich ergebenddsleichungmehrLdsungenDeshalbsollte
manbeimLosenvon ,Wurzelgleichungr immereineProbemachen.

9z=-5+4/(% ) — g = =& + 1/p? — 4q, falls der Ausdruckunterder Wurzel nicht negativ ist,

d.h.falISp~ —4qg > 0ist.
h) z = log, y. log, ist derLogarithmuszur Basis2.

! w+l

4 Prozentrechnung

a)G = 100£ p = 100%, p% =£.

b) p = 16, G_50 alsoP = 155 - 50 = 8.

c) G = 8000 DM, P = 480 DM alsop = 100 - % = 6. Sieerhaltens% Zinsen.
d) Sie haberfolgendeGleichungzu l0sen: My, = Myt + 105 Mty = 106 M. (ESist P = My, =
557,47 DM undp = 107. Gesuchist G = M,.) Ihre alte Miete betrugdemnachV,;; = 5% Mycu
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100 —
100 557,47 DM = 521 DM.

e) Montagund Freitagsind% der5 Arbeitstagealso40% aller Arbeitstage.

5 Dreisatz

a) Preisin DM undPreisin Eurosindproportionalzueinandergenausavie die in kW undPSgemessene
Leistung.Die FlacheF = =r? ist wederproportionalnochumgelehrt proportionalzum Radiusr des
Kreises(abersieist proportionalzum Quadrat-> desRadius).DasVolumeneinesGasesind der Druck
einesGasesteherbeikonstanteemperatuin einerumgelehrtproportionalerBeziehungDiesbesagt
dasGesetaonBoyle(vgl. Aufgabe5.f) unten).

b) Die FlachederDeutschlandkartist nur (1555 000)2 = Toeroosooanos MalsogroRwie dietatsachliche
FlacheDeutschlands.

)1 DM = 5t Euro= 0, 51 Euro.

d) 48 DM = 24, 54 Euro.

e) Diesist keine DreisatzaufgabeSie konnenso schnellzuriickfahrenwie Sie wollen, die angestrebte
Durchschnittsgehwindigkeit erreicherSie nie! Wieso?Die Entfernungvon Nirnbeg nachFrankfurt
seiL. Fur die HinfahrtberbtigenSiedanndie Zeit t; = —Z—. Fiir die RiickfahrtberbtigenSiebei einer

50 k’nl
h

Geschwindigkeit die Zeitts = % InsgesamberdtigenSiefur Hin— undRickfahrtdie Zeit

L
+—.
v

tgesarnt =t +i= 50%

Bei einerGesamtdurchscilittsgestiwindigkeit von 100% wirdenSiefur Hin- undRuckfahrt (die Ent-
fernungist hier 2L) die Zeit

t =k L
gesamt — U1 2—100%—50%

berbtigen.Diesfuhrtaufdie Gleichung

L L L
km = km >’

welchesichumformenlasstzu
—=0.

v
Fur L # 0 (wasbeider Strecle von Nirnbeg nachFrankfurtder Fall ist), lasstsich dieseGleichung
nichtnachv aufbsenWie SiesehenkdnnenSiestatt504™ und100%2 beliebigeGeschwindigkiten w
und2w > 0 einsetzenWenndieseAufgabeschonkeineLdsungbesitzt,kannmanmit ihr aberdasein
oderandereBier beieinerWettegeNinnen!WennSieauf150% getippthabensolltenSiesichmerlen,
dassmaneinemathematischdethodenicht ohneUberlggunganwendersollte.
Np-V=Cbzwp = % Eine VerdoppelunglesVolumensauf 2V fiihrt zu einer Halbierungdes
Druckes.
g) Flache: Quadratmeterprei= PreisdesTeppichbodensDaherist Flache= - qm= 32 gm.
h) 1 Liter = 34z Gallonen= gtz Pint. Alsoist1 Gallone= 7525 Pintss 6,654 Pint.
) Aus F = 27 folgt, dassder Radiusum /2 vergroRertwerdenum seineFlachezu verdoppeln?
(BeachteHier sind F' undr in keinemproportionalerVerhaltnis).
j) AusU = 2rr folgt, dasseineVervierfachurg desRadiuseineVervierfachungdesUmfangsbewirkt.

Der Umfangnimmtalsoum400% zu.
k) z AnzahlderAngestellteny WochenarbeitszeiDer Arbeitsaufvand A = z-y = 120-40 StundenFur
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y=237,Tistz = 120-40 Stunden_ 120-40 Stunden_
= 37, — _

> 375 Stunden — 128. Reinrechnerischmiisster8 neueAngestellte

eingestelltwverden DieswareeineZunahme, 0666 . . . %, wahrenddie Arbeitszeitnurum 2, 5 Stunden
bzw 0,0625% verkiirzt wiirde.lIst ihnenklar, wiesodieseProzentzahlererschiedersind?Daskonnen
Sie sich daranklar machendassSie denFall einerHalbierungder Arbeitszeit,also eine Kiirzungum
50% betrachtenHier missten120 Angestelltezusatzlich eingestelltwerden,was eine Zunahmevon
100% ausmacht.

) 17%.

m) Jetztmal mit dem,, Schulrezeft

Behauptungsat 3 Maurerbertigen2 Tage
Zwischensatz: 1 Maurerberdtigt 6 Tage
Schlusssatz: 2 Maurerben")tigeng Tage= 3 Tage

6 BinomischeFormeln

a)(a+b)? =a®+2ab+b?, (z+2a)? =2>+4za+4a?, (y—z)>=y>—2yz+2%, (2z—1)%=
422 —4z+1, (z—a)lat+z)=2>—a%, (2-a)(2+4+a)=4-d°

b) (¢ — (—y)’ = (e +y)? =o? + 22y + 37, (24 (-y))’ = (2 —y)" = 2" — 2oy + v~

() =1 (=4 (5)=6 (;)=4und(y) =1

d) z* — 423y + 622y% — dzy® + y*.

e)z® + 52ty + 1023y> + 1022y° + 5zy? +v° bzw 20 — 62%y + 152%y? — 20233 + 1522 y* — 62y° +¢/E.
e)y® — 3y®a + 3ya® — a® bzw 2% + 4236 + 6 - 2267 + 4 - 2103 + b* = b* + 8b + 24b% + 32b + 16.

7 QuadratischeGleichungen

a)z =+, y=0 z=+2, a=00dera =4, b= 0oderb = —3, die Gleichung
100c? + 10 = 0 bzw ¢* = — 3 besitztkeineLdsung.
b) Spezialéll mita = 1,5 = pundc = gq.

¢) Hatz? + pz + q dieLosungen; = —& + 1/(8)® — qundzy = —2 — 1/(2)* — ¢, soistz; + a2 =

—5 — £ = —p und(mit der3. BinomischerFormel)

wmn= (5 o) (50 =) = 0~ () e) =

d) 222 — 3z + 4 = 0 besitztdie Diskriminante9 — 32 = —23 und hat keine reelle Losung,
—1022 4+ 9z — 3 = 0 besitztdie Diskriminante81 — 120 = —39 und hat keine reelle Losung,
22 —8x 416 = 0 besitztdie Diskriminante64 — 64 = 0 undhateinereelleLosung, 3z?+2z—32=0
besitztdie Diskriminantes + 3 = 42 undhatzweireelleLosungen.

e)ay, = LEVY A2 W im Fall y> — 4zz > 0 und(sonstwaredieskeinequadratisch&leichung)z # 0.

f) 6>+ zb — 2? besitztdie Losungerb; o = —% £ 4/ (g)2 +22=-2+2y5 a?+bax+c=0besitzt

im Fall z # 0 die Losungb = —% (bediglich b ist dieskeinequadratisch&leichung!).

g) z* — 16 = 0 besitztdie Losungen: = +2, z* — 1922 4+ 100 = 0 besitztkeineLdsung(Diskriminante
ist192 — 400 < 0), z® — 25z = 0 besitztdie Losungen: = 0 oderz = +5, 22° + 622 + 5z = 0 besitzt
nurdie Losungz = 0 (Diskriminantevon 2z2 4 6z + 5 = 0 ist negati).

h) (a® — 24)? — 2a% 4+ 49 = (a® — 24)? — 2(a® — 24) + 1 = 0 ist einequadratischeSleichungfur
a’? — 24.y%> — 2y + 1 = 0 besitztdie einzigeLosungy = 1. Damitist a®> — 24 = 1 bzw a = +5.

(a® — 14)? = 5(6a> — 49) lasstsichumformenzu $(a* — 14)* — 6a” + 49 = £(a® — 14)? — 6(a® —

14) — 84 + 49 = £(a® — 14)? — 6(a® — 14) — 35 = 0. Die quadratisch&leichungly? — 6y — 35 = 0
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besitztdie Losungeny = —5 undy = 35. Alsoista®? — 14 = —5 odera® — 14 = 35. Damit habenwir
dievier Losungeru = +3 odera = +7.

i) Fir z # 0 undz # 2 lasstsich2+2 + 2 = 5 umformenzu (m_z)(“j():f;)“r’“m_z) = —32(;1})§ 6 —

0. Hierist —3z% + 11z — 6 = 0 furz = 3&L alsofir z = 3 undfiirz = 2.

z+1l __ z—2 ($+1)2+($*1)($*2) 222 —z44

4 = —i7 lasstsichfur z ¢ {-1,1} umformenzu TSy = oDy = 0. Da
222 — = + 4 keine Losungbesitzt(Diskriminanteist 1 — 32 = —31, besitztauchdie urspiingliche
BruchgleichungeinelLdsung.

N\ Ei 3 1 _ 3 _ 2°-(2y-3)-3y _
j) Fury # 3 ~ 2 4y g UMZU oty — 2y ~3@y—3) . 23,(23’;/—3) L=
2y —5y+3

5oy = 0- Die quadratisché&leichung2y® — 5y + 3 besitztdie Losungeny = ‘)f—l Hiervon ist

nury = 1 LosungderurspiinglichenGleichung(y = % liegt nichtim DefinitionsbereiclderBruchglei-
chung)

k) 2+ 2 = ‘“Z_fy;ﬁ“*) schreibenwir mit 4> — 16 = (y + 4)(y — 4) firy # 44 umzu
2y(y+4)+3y(y—4)—4(y> —y+4) _ y —16

716 =1 = 0. DieseGleichungbesitztkeineLosung.

8 Wurzelgleichungen

a) Definitionsbeeichvon /3 —z = vz — list{z : 1 < z < 3} = [1, 3]. Quadriererder Gleichung
gibt3 — z = x — 1 bzw = = 2. Dieslostauchdie Wurzelgleichug.
Vi—e =25 : 1 < z < 4} =]1,4] (BeachterSie,dassz = 1 nicht
zum Definitionsbereaih getort). Multiplizieren der Gleichungmit v/z — 1 undanschlieBendeQuadrie-
rengibt (4 — z)(z — 1) = 4 bzw z? — 5z + 8 = 0. DieseGleichungbesitztkeine reelle Losung
(Diskriminanteist 25 — 32 = —7).
(z — 1)v/5—z + vz — 1 = 0 hatdenDefinitionsbeeich {z : 1 < =z < 5} = [1,5]. Ausklammern
vony/z —1 zeigtyz — 1 (vz — 15—z + 1) = 0. Alsoistz = 1 odery/z — 1y/5 —z = —1. Wir
kénntemunnochdie zweiteGleichungquadrierenym Kandidatereufinden.Diesist hierabemichtnot-
wendig.Die linke SeitederzweitenGleichungkannnicht negatv sein,die rechteSeiteist abernegativ.
Die zweiteGleichunghatdaherkeinereelleLdsungundz = 1 istdie einzigeLdsungderurspiinglichen
Wurzelgleichug.
b) 6 —V1l—-4z = gm lasstsich umformenzu —y/1 — 4z = m — 6. Quadriereriefert 1 — 4z =
a: 222436 bzw 36T 2422435 = 0 mitdenLdsungern: = —3616 z = —30 undz = —42 sindKan-

dldaten.Probezelgt,dassbe|deZahIenLosungerB|nd(\/1 —4-(=30) =11, /1 —4-(—42) = 13).
V13 — 4z = 2 — z fuhrt nachQuadriererauf z2 = 9. Von denKandidaterti:3 lostnurz = -3 die
Wurzelgleichug.

Quadrierervon /13 — 4z = 4 — z liefert 2> — 4z + 3 = 0 unddie Kandidater2 + 1. BeideKandidaten
z = 1 undz = 3 sindauchLdsungen.

¢) Quadrierervon v/z — 5 = 5 — /z liefert /z = 3 alsoz = 9. Dies|dst, wie die Probezeigt, die
GIeichung

Vedl — 1 pzw Y22 = vZ40 41 emibt nachQuadrierendie Gleichung2=® = 26 4

2\/9[: +6 + 1 bzw —5 = +/z + 6. DieseGleichunghat offenbarkeine Losung(linke Seitenegatw
rechteSeltenlchtnagatw).

9 Potenzenund Wurzeln

a)2’ =8, (22)°=64, 2¥ =256, 3°=27.
b) \/ =7, V271=3, Y125=5 B1=3.
= a#a_% = a#_% = a% = m\n/an_m_

:|>-‘..

Bl
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d)VB+vi=3V3 VII-VE=v3 (va-VB)(va+VB)=a—bund

a fallsa>0
Va?=|a|={ 0 fallsa=0
—a fallsa<0
9 == (), 2i=4=()" 2=1-()" 21=2=<%>*1, 2 ==

0N VeB= VT if5 =5 Java=Va {o¥ava = Varme,

5
1 4 33/ 1 17 nr4+ms
g)ae-\/a*2-v3a4:a0:1, @VE —q1, YNa"Va®=a mn .

h) Mannimmteinfachmalan,dassy/2 = £ eineratlonaIeZahllstmitp g in IN. DurchQuadrierererhalt

)

N1

man2 = p . Indemmandie PrlmfaktorendernaUrllchenZahIenp undg? betrachte(dleln Quadraten

immerpaarwelse/orkommenmussen)mehtman, dassdie Gleichung2 = q_2 undsomlt\f = 5 nicht
geltenkann.(Man hatsoeinenWdersprudisbeweigefuhrt.)
i) z = =i.

10 Logarithmen

a)logs4 =2, logs8=3, logy)1000=3, log,4=1, log48 = 3.

b) logyy 5+1logyy 2 = logyy 10 = 1, log, 14 —log, 28 = log, 5 =—1, logg27—logy4 = 3 2=1.
C)log; 2 + log, 3 = log;, 6, log, 5 — log, 10 = log;, %, log, 2 — log; 4 + log, 6 = logb = log;, 3,
log, V2 — 3log; 2 =0, 2log,z+ 3log 8y = log;, (2 y 3).

d) log, z® + log, #* = 5logyz = log, z°, log,2z® — logy 4z = log, &, log,(Vz - ¥/z)* =

logy 37 = log, @, log,(z —y) + loga(a +y) = log,(a? — y?).
e)y = b (beachterSielog; b = 1).
. . logq1 z
f) Ja.Fira = % undlog% b = —1 zeigtdie Umrechnungsforel: log, = = % = —log% x.
b

O) Toed = 7 = Tog-
h) 1I\/%it‘lM lciggb CFE ist die D|fferenzzwe|er MagnitudenMs — M; = log, CE> — log, CE; =
log;, gg log;, 2 bzw M2~ = 2 Ist My = M; + 1 eineum 1 erhbhte Magnitude,so ist
Es = 30E;. Die oblgeGIelchungzelgt:b = bl = pMe—M = %1- = 30. Erhoht sich die Magnitude
umdenWert0, 5, sogilt B> = E; - 4% = E; - 302. Die Enegie erdht sichdamitum denWert v/30.

i) lgz + lg(z — 2) = 1g 3 lasstsichauchschreiberalslg(z(z — 2)) = lg(z? — 22) = lg 3. Dieszeigt
die notwendigeBedingungr? — 2z = 3 bzw z = 1 4 2. Dax im zweitenSummandeig (z — 2) groRer
als2 seinmuss,stz = 3 dieLodsung..

j) z* = 3 fuhrt nach Anwendungdes nafirlichen Logarithmusauf beidenSeitenzu In(z*) =
(Inz)? = In 3. Damitistlnz = +v/In 3 undz = e*VIn3,

k) 2nzgltine = Ljasstsichmit denPotenzgesetzammformenzu (2z)! #*+! = 1. Dieskannnurgelten,
wenn2z = 1, alsoz = £ istoderwennlnz = —1, alsoz = 1 gilt.
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11 Funktionen

BeachterSie, dassder Definitionsbereib der Funktion f(z) = /= die Menge{z € IR : =z > 0} aller
nicht negatvenreellenZahlenist.

d), e)vgl. Seitel2.

f) Die Funktion f(z) = 1 ist definiertfr alle z # 0.

g) Einestrengmonotonwachsendd&unktionerfullt: f(z) > f(y) furz > y. Beispielesinda), c) sowie
e” undln z.
h) Die Funktionenausa), c), d), e) undf) sind umkehrbar Die Umkehrfunkionen sind %y, y? fur (1)

y>0,Iny,eY und%.
1, wennz >0

) f(z) = & und f(2) = 2 sindstetig,f(z) = { _1. wennz < 0

z = 0. Zum Beispielist fur die gegen0 korvemierendeFolge z,, = —% der Funktionwertf (z,,) = —1.
Der Grenzwertdieserkonstanteri-olgeist ebenélls —1, der FuntionswerdesGrenzwerte® derFolge
Ty, = —% istaberf(0) = 1 # —1. Am Graphender Funktionsiehtmandie Unstetigleitsstéle durch
einenentsprechendefSprung.

ist hingeggenunstetigim Punkt

12 Logarithmus— und Exponentialfunktionen

a)l £b> 0.

b) log, a = 1 undlog,, % = —1.

¢) Vgl. Skizzenauf Seitel2.

d) Die Graphersindsymmetrisctzur z—Achse.
e)a > 0.

f) Vgl. Skizzenauf Seitel2.

g) Die Graphersindsymmetrisctzur y—Achse.
h) ea:hla — (elna)‘lj — a®.

27



i) Soist Logarithmuse = log,, (y) geradedefiniert.
i) Nein.Die Graphenvone® undln z schneidersichnicht.

Inx

K)

Zeittin Stunden| —8 | —4 |0 ] 4|8 12
MasseM(t)ing| z | 5 [1]2]4] 8

Die Funktionsersdrift ist M (t) = 25g = e % ‘g.

;
.

[) Zur Zeit¢ = 50 Jahrebetiagtdie MengeM (50) = %MO = M, 271, nach100 Jahremoch M (100) =
IDZt

%MO = M, 2~2. Die Funktionswrschrft ist M (t) = M, 92750 = Mye 50t

Abschlusstest

1.a)Fur z # 3 berechnenvir

5
1 =
T z—3
(14+z)(z—-3) = 5 (-(z—3))
2?26 -8 = 0 (ausmultipliziere undzusammerzgsen)

z19 = 1£vV/1+48 (,p—g—-Formet)

Damitsindz = —2 undz = 4 Lésungen.
1.b) Die Gleichungsz? — 3 + 2® — 2 = 222 — 3(1 — 3z) laRktsichumformenzu

m3+3m2—10m:m(m2+3m—10)=0
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Die quadratischeSleichungz? + 3z — 10 hatdie Losungenz = —5 undz = 2. Zusatzlichist auch
z = 0 eineLdsung.
1.c)Die Gleichungz + 1 = vz + 1 + v/ — 1 ist definiertfir alle z > —1. QuadriererbeiderSeiten
derGleichungliefert

(z4+1)? = z+1+2Vz+1Vz—1+z—1
2+2c+1 = z4+1+2Vz+1Ve—14+2z—1
2241 = 2/z+1Vz -1

(2412 = 4(z+1)(z—1)
4222 4+1 = 422 -4
:c4—2:c2—|-5 = 0

Diesist einequadratisché&leichungfir 22 mit dernegativen Diskriminante(—2)2 — 4 -5 = —16 < 0.
SiebesitztkeinereelleLdsung.Dasgilt dannauchfir die urspiinglicheGleichung.
2.a)

= \/_+\/_+3\/—
 mm)mt ) = o)y = ),

= (Vi = V) + ) Favm

nym +nyn = mym = myn —mym t myn +nym—nyn g o

_ nym= | Symn)
_ 2n\/_—_27;n\/_+3m\/_ n3n\/_)
memm

- v

2.b)

13 11
bic: a2 a3 as3c
- 1 35 1 1
az  bscs b3
1 3 1 1 1
bic: azas b3
= 1 5 1 11
az becs a3cs
1 1 3
bitscs
= 5 1,1
becsts
7 3
bizct
= 5 3
bece
7—10 3-2
= b 12 ¢ 4
_11 c\ 1 c
= b 4Cc4 — (—) = &=
b b

N
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3. z: Anzahl der Lampen,y: Anzahl der Nachte.z und y stehenin einerumgelehrt proportionalen
BeziehungdaeineVergroRerungvon z eineVerkleinerungvony zur Folge hat. Also ist
88

z-y=8-11=88 bzw y= .

Bei drei zusatzlichenLampenist z = 11. Damitreichtdie Batteriein diesemFall fir
. 88 . ;
y Nachte = I Nachte = 8 Nachte.

Odermit demSchulrezept:

Behauptungsatz:8 Lampenbrennenl1 Nachte
Zwischensatz: 1 Lampebrennt88 Nachte
Schlusssatz: 11 Lampenbrennen$? Nachte = 8 Nachte.

4.Die restlichendrei Teilnehmendemacherb % desKursesaus(100% — 80% — 15%). Die Gesamtzahl

derTeilnehmerbetiagtalso
G=3- 1% = 60.

Von diesenesser80%, also% - 60 = 48, in derMensa,und % - 60 = 9 sindSelbstersoger.

=

67T'

Ausdruck| /8 0" | (22| (~2)° | togy(~2) (e2)% |2
definiert | ja |ja|nein| ja | nein | nein | nein [ ja | ja

log_2 2

Inz

logs3 =Ilne=1, logi12=—1n2, logpz = —.
€ ].nb

7.BeachterBie: Vz? = |z|.

\ ' /
N, - s

™ /

AN .- Ve
“\\\ \\\- " ’,/ /,/
\\ T s

~

-

Die GleichunghatkeineLdsung.dadie beidenGraphersichnicht schneiden.
8. Die GleichungMye=*T = %MO ist nachT aufidsen.M| kiirztsichherausundesbleibt

T — 1
2
efx\T _ 271
M o= 2
AT = In2
EsistT = 112,
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