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TEST

Die folgendenAufgabendienenderSelbsẗuberpr̈ufungIhresKenntnisstandes.

1. OrdnenSiefolgendeZahlennachihrer Größe:��������	�
�����
� �
�� ��������	�
������������� � ��� �� ��� ��� ��
� ���
2. Bei einemEinkaufbietetIhnenderGroßḧandler

� ��� Rabattan.Dabeiüberl̈asster IhnendieEnt-
scheidung,ob zun̈achstvom Nettopreisdie

� ��� Rabattabgezogenundanschließend
� ��� Mehr-

wertsteueraufgeschlagenwerden,oderobaufdenNettopreiszuerstdie
� ��� Mehrwertsteuerauf-

geschlagenwerdenund dannerst der Rabattvon
� ��� abgezogenwird. WelcheAlternative ist

günstiger?GebenSieeinekurzeBegründung.

3. ScḧatzenSie:Wie hochmussderMontblanc(Höhe ����� ��� m) aufeinemGlobusvoneinemMeter
Durchmessermaßtabsgetreudargestelltwerden?(DerErdradiusbetr̈agtetwa � � ��� km.)

4. a) SchreibenSiedie folgendenAusdr̈ucke in einenBruch:
 ��� � ���� �
���� � � �!"! � # $ � $# � $ �
b) LösenSienach% bzw. & auf: � � �%(' 
 � � � & ' &*)& � � �

5. WelchederfolgendenZahlensindgleich?� � �+ � � �-,. / �10 ��2 ) � � + � 2 ) � 2 ) � � �� � ,3 � � �� � ,/ � + 
 2 )54 �76 + 
 � + ����8 2 ! �
6. a) WassinddieBinomischenFormeln?

b) BestimmenSiedieLösungen% von %9) � ��% � ��� ' � .
7. ZeichnenSieein PascalschesDreieckundmultiplizierenSiedenAusdruck : #;� $�<>= aus.

8. Siewollen GeldeinJahrlangbei einerBankanlegen.EineBankbietetIhneneinenJahreszinsfuß
von ��� . EineandereBankarbeitetmit vierteljährlicher Verzinsungbei einemZinsfußvon

� �@?��
pro Vierteljahr( � � � �@? ' � ). WelchesAngebotist günstiger(undwarum)?

9. a) VereinfachenSiedie folgendenTerme:ACB�D
E � � �ACB�D ! � � �
 ACB�D�F + #*G�� $
 ACB�D
F + #
H : �JI #LK' � und
$

beliebig
< �

b) BestimmenSiealleLösungen% bzw. & derGleichungen

 )5MON H 'QP M�RSMON �UT und & ,/ ' � ,V .

10. WelchederfolgendenmathematischenSymboleundAbkürzungenkennenSie(noch)?W �YX+ # �[Z # Z\�	]_^C�a`cbd� eCe�� f g_�a`chd� id�kjd� lQ� mn oCp � � ACB�D G � ACq �	r�� �
s ] � � ACtCum�vdw �
2



AUFFRISCHUNGSKURS IN MATHEMATIK x WINTERSEMESTER 2001/02

1 Zahlbereicheund Rechenregeln

Die in der Schulmathematik betrachtetenZahlbereichesind die Mengeder naẗurlichen Zahlen `cbzy '{ � � � � 
 �O�O�}| , die Mengeder ganzenZahlen eCeQy ' { �O�O� �O� � �O� � ���
� � � � � ���O�~| , die Mengeder rationalen
Zahlen f g y ' {9� m y�� �1eCe�� s � `cb | sowie die Mengeder reellenZahlen `ch . Die Menge `ch kann
mansichalsdieMengederDezimalbr̈uche(sowaswie


 � � � � ? P � �O�O� oder � � ��� � ��� � ����� � �O��� ) oderauch
alsdie Mengealler Punkteauf derZahlengeradenveranschaulichen. In diesenZahlbereichenkannman
addierenundmultiplizieren,wobeidie folgendenRechengesetzegelten:#;� $ ' $ ��# � : #;� $�< ��� ' #;� : $ ��� < � #;� � ' # � # ��� ' �d� # ' �
�# � $ ' $ � # � : # � $�< � � ' # � : $ � � < � # � � ' # � : #�� $�< � � ' # � ��� $ � ���
Bei derletztenRechenregel (demDistributivgesetz) habenwir schondieKonventionPunktrechnungvor
Strichrechnungbenutzt.Oft lässtmanbei der Multiplikation den

”
� “ einfachweg und schreibt # $ statt# � $ . EineweiterewichtigeRegel für die Multiplikation ist die Vorzeichenregel

”
Minusmal Minusgibt

Plus“ .
Als inverse Operationzur Addition und Multiplikation gibt es die Subtraktion und Division, für die
abermalsgewisseRechenregeln gelten,z.B.

”
durch Null darf nicht geteilt werden“ , # � $ ' #J� : � $�<oder : # < y : � $�< ' � # y $ . Statt # y $ schreibtmanauch

F G oder #9� $ (diesist dannein Bruch, # heißt
Zähler,

$
heißtNenner). EsgeltendieRechenregeln für Brüche,z.B.# $����� ' #*�$ � � �#9� $ ' $# � # $Ly��� ' # $�� � � � # $#*� ' $ � � #;� $� ' # � � $ � � # $ � �� ' # � � $ �$ � �

Alle dieseRechenregeln solltemankennen.Insbesondere solltemankeineeigenenRechenregeln erfin-
den,wennmanbeimLöseneinerAufgabegerademalnicht weiterweiß.
a) WasverstehtmanunterSummanden,Faktoren,SummenundProdukten? Wasist ein Kehrwert? Was
verstehtmanunterausklammern? Wasmeintmanmit denBegriffen erweiternundkürzen?
b) Welcheder folgendenGleichungenstimmen? #J� : $ ��# < ' � #J� $ � # � : $ �Q� < ' # $ �Q� �# � : $ � : ��� $�<5< ' # $ ��� $ ) � :5: # � $�< ��# < � � ' # : $ � ��< � � G� y # ' G� F � F G � � ' FO� �G .
c) MultiplizierenSiefolgendeTermeaus:

� : ��� ��� : � �J� <5< � � : ��� � � < , :\� ��� < :\� ��� < � :\� � � < :\� � � < ,: # � $�< ! , :�% � & < :�% � & < , : � ������� ) �Q�O�O����� m < : � � � < .
d) SchreibenSiediefolgendenTermealseinenBruch: �M � �� � �M � , = N ,,}� ����45N ,� � � ���/ N ,3H � ,/ ,

F N ,�,� N G � �F � $ ,M ��5V,3 N�� �@��V>� ��@��V � � � , �� N ,,~  ,,~  � .

In denletztenbeidenTeilaufgabenwurdedasWort Termbenutzt.DarunterverstehtmaneinenRechen-
ausdruck, bei demzwei odermehrereOperanden(Zahlen,VariableoderauchgeklammerteAusdr̈ucke)
durcheinenoder mehrereOperatoren( � �O�d�O�C�Oy ) verkn̈upft sind. Die Reihenfolgeder Operationenin
einemTermwird durchdie Klammersetzung festgelegt. Mit derschonerwähntenRegel Punktrechnung
vor Strichrechnung lassensichKlammerneinsparen.EineweitereKonventionzumEinsparenvonKlam-
mernhabenSiebei denletztenAufgaben(hoffentlich) schonbenutzt:Der Exponentin einemAusdruck
(sowaswie



in :�% � & < ! ) beziehtsich nur auf denunmittelbarunter ihm stehendenOperanden!Die

Operation
”
hoch“ wird vor jederanderenOperation ausgef̈uhrt.

e) WelchederKlammernsindmit diesenKonventionenin denfolgendenTermenüberfl̈ussig?
� :�%9) < �)@RSMON � T /RS)5M T / , :5: � � % < % ) < :�% � & ) < , % RS)5N ! T :�%*& < ) , :5:�% � & < :�% � & ) < � ��< % ) , :5: � :5:�% < ) � ��<5< � % < ) .
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HabenSiebeidenbisherigenAufgabenwesentlicheFehlergemacht,solltenSiedie folgendenAufgaben
aufmerksamdurcharbeiten.VergegenẅartigenSie sich dabeijeweils die geltendenRechenregeln. Wie
multipliziere ich zwei Brüche? Wie dividiere ich zwei Brüche? Wann darf ich kürzen?Wie mussich
erweitern,umdieSummezweierBrücheals einenBruch zuschreiben?Wanndarf ich ausklammern?

f) BerechnenSiedie folgendenAusdr̈ucke: �! ���! , �= � �! � �) , � �! y )� ! , � � ,�/   ,�� , � )! � �! �/ � ,/� .

g) KürzenSiesoweit wie möglich: H�¡4 , H�¡� 4 , � =�¢ )54E ¢ = ,
= MON�M /R � N�) T M , ) = F N = F� /� � ,

F / � �F N � ,
F / N �F N � �

h) KlammernSiesoweit wie möglich aus:%�:�% � & < � % , � % ) � � % � ��% ! , % � & � �d£ % � � )�¤ .
i) WelcheGleichungenstimmen? �M � M� ' M � N �M � ,

F G y F N GFO� G ' F / �9F GG / N F G , : � % < ! ' � % ! .
2 MathematischeSymbole

Im FolgendensehenSieeineListeeinigermathematischerSymboleundSchreibweisen,dieSie(größten-
teils) schonim Mathematikunterricht derSchulekennengelernthaben.� plus � minus� mal yC� � geteiltdurch# m # hoch

s +
Wurzel' gleich K' ungleichi größer ¥ großergleichI kleiner j kleinergleichs ^ s

Fakulẗat
£ m ¦ ¤ s

über ]Z # Z Betragvon # m§¦ p � Summevon ] ' � bis
s� Prozent # �L¨ # Element¨{ | Mengenklammern #LK�L¨ # nichtElement¨¨a©Qª ¨ Teilmengevon ª ¨a«Qª ¨ Obermengevon ª¨(¬-ª ¨ geschnittenmit ª ¨(­-ª ¨ vereinigtmit ª¨(®�ª ¨ ohne ª ø leereMenge¯ # � $@° abgeschlossenesIntervall von # bis

$ ° # � $ ¯ � : # � $�< offenesIntervall von # bis
$`cb MengedernaẗurlichenZahlen eCe MengederganzenZahlenf g MengederrationalenZahlen `ch MengederreellenZahlenW Pi r e,EulerscheZahlACB�D G LogarithmuszurBasis

$ ACq
naẗurlicherLogarithmusl unendlich

ACtCum�vdw Grenzwertbei
s

gegen l
a) WelchedieserSymboleundSchreibweisenkennenSienicht?
b) Wasist

+ �
?

c) BerechnenSie # ! für # ' � �) , # ' � � und # ' ? .d) Stimmtdas?Wenn # j $ , dannist � # ¥ � $ .e)Stimmtdas?Wenn # i $ , dannist �F I±�G .f) Wasmeint m§¦ p � # ¦ ? ErkennenSiedieBedeutungderFormel m§¦ p � ] ' m R m N �UT) ?

g) Wasbedeutet
{ �
� � | , { % �-`ch²y % i � | und

¯ � �@? ¯ bzw.
¯ � �@? < ?

h) Wasist ?�^ bzw. �U³�´" ´ ?i) KennenSiedie DefinitiondesBinomialkoeffizienten
£ m ¦ ¤ ?j) KennenSie W und r bis zudenerstenzwei Nachkommastellen?

k) WissenSiewas
ACtCum�vdw �m ' � bedeutet?
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3 Gleichungen

Gleichungentretenin vielen Bereichender Mathematikauf. Das Wichtigstean einer Gleichungwie� � % ' �� N�M ist dasGleichheitszeichen zwischendenbeidenSeitenderGleichung.Alle Gleichungen
sindvon dieserForm: Siebestehenauseiner linken Seiteund einer rechtenSeiteund zwischenbeiden
Seitensteht

” ' “ . Entḧalt die Gleichungwie hier eine unbekannteGröße % , so kann man fragen,für
welcheZahlen % die GleichungüberhauptSinn macht(oderwasder Definitionsbereich derGleichung
ist; bei diesemBeispiel ist dies % �a`ch²® { � � | , da für % ' � � auf der rechtenSeiteder Gleichung� im Nennerstehenwürde) und welche % die Gleichunglösen,d.h. für welche % ist die linke Seite
der Gleichunggleich der rechtenSeiteder Gleichung?Die Lösungen% bilden die Lösungsmengeder
Gleichung.In unseremBeispiellösen% ' � und % ' � � dieGleichung.Esgibt Gleichungen,diekeine
Lösungbesitzen(z.B. besitzt %9) � � ' � keine Lösungin denreellenZahlen,da die linke Seiteder
Gleichungimmerpositiv ist) undauchsolche,die für alle % ausdemDefinitionsbereich erfüllt sind(z.B.
ist %9) � � ' :�% � ��< :�% � ��< für alle % ��`ch erfüllt). Gleichungenkönnenmehrals eineUnbekannte
enthalten.Z.B. ist dieGleichung %*& ' �
genaudannerfüllt, wenn % ' � ist oderwenn & ' � ist. (Dassolltemansichmerken).
Wie löstmaneineGleichung?Beispiel:

� � % ' �� N�M . Für % K' � � könnenwir beideSeitenderGleichung
mit
� � % multiplizieren.Diesführt auf die Gleichung : � � % < ) ' � . Multipliziert manrechtsausund

subtrahiertaufbeidenSeiten
�

ergibt sichdieGleichung%9) � � % ' � . Hier kannmanaufderlinkenSeite% ausklammernunderḧalt %�:�% � ��< ' � . DiesesProduktauszweiFaktorenkannnurdannverschwinden,
wenneinerderFaktoren' � ist, d.h.wenn % ' � oder % ' � � ist.
Die allgemeineVorgehensweiseist alsoso:Man ändertbeideSeitenderGleichungsimultanab(damit
dasGleichheitszeichen erhaltenbleibt), und zwar so, dasssich eine letztlich Gleichungergibt, deren
Lösungmankenntunddie im bestenFall dieselbenLösungenbesitztwie die urspr̈unglicheGleichung.
Hierbei kann man auf beidenSeitender GleichungTermeaddieren,subtrahieren,multiplizieren und
dividieren. Dabei mussman immer daraufachten,dassman nicht mit � multipliziert oder dividiert.
(WissenSiewieso?)EssindauchweitereAbänderungenderGleichungerlaubt,wobeimanimmerdarauf
achtenmuss,dassdie neuentstehendeGleichungdieselbenLösungenwie die urspr̈unglicheGleichung
besitzt.Hier mussmanz.B.beimQuadrierenbeiderSeiteneinerGleichungaufpassen.
a) GebenSiedie Lösungen% der folgendenGleichungenan (wenndieseexistieren): % � � ' � % � 
 ,% � �M ' � , M � �M / � � ' � , �H ' �M / , % ! ' � % , �MON � � �M � � ' � .b) LösenSiedie Gleichungµ ' ¶�U³5³�· nach� bzw. nach · auf.
c) LösenSiedie Gleichung# $ ' � � jeweils nach# , $ , � und

�
auf.

d) Wasist hier falsch?Esist � ]�¸ ' � ������¸
 ]�¸ ' 
 ������¸ �
Die Multiplikation derlinkenundrechtenSeitendieserbeidenGleichungenergibt��]�¸ ' � � 
 ]�¸ ' � �����d� 
 ������¸ ' ��������������¸_�
dividiert manbeideGleichungen,soist�
�]�¸ ' � y 
 ]�¸ ' � �����Jy 
 ������¸ ' �
_¸ �
e)EineGerade· in derEbenelässtsichbeschreibenalsdieMengeallePunkte:�% � & < , dieeineGleichung
derForm & ' � % � $ erfüllen. Dabeiheißt � die Steigungund

$
derAchsenabschnitt derGeraden· .
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BestimmenSiedenSchnittpunkt:�% ³ � & ³ < derdurch & ' � % � 
 und & ' ? % � P beschriebenenGeraden.
f) Wasstimmthier nicht?Zu lösenist dieGleichung+ % � � � 
+ % � � � + % � � ' �
Lösung:% � � � 
 � 0 :�% � ��< :�% � � < ' � : Multiplikation mit

+ % � � <% �(� ' 0 :�% � ��< :�% � � < : Addition von 0 :�% � ��< :�% � � <�<% ) � � ��% � � P ' % ) �(? % � � : beideSeitenquadriert
<� ? ' P %

Also ist % ' ? . Die Probezeigtaber
+ ?�� � � !2 = � H � + ?�� � ' � � 
 � � ' � � K' � .g) KennenSiedie Lösungen% derGleichung%9) � �_% ��� ' � (� , � beliebig)?

h) KennenSiedie Lösung% derGleichung
� M ' & ( & i�� beliebig)?

4 Prozentrechnung

Bruchteile µ einergegebenenGröße · (man sagtaucheinesGrundwertes· ) lassensich am besten
miteinandervergleichen,wennmansiedurchBrüchemit demgleichenNennerangibt.Im Alltag wird
dabeimeistensderNenner

� ��� verwendetundBruchteilein Hunderstelbzw. Prozentangegeben.Statt �Hvon · kannmanauch ) =�U³5³ von · oder
� ?�� von · sagen.Man schreibt�� ��� ' � � bzw.

�� ��� ' � � �
Der gegebeneBruchteil µ heißtderProzentwertderGröße · , � heißtderProzentsatz. Die Beziehung
zwischen� , µ und · ist gegebendurchdieGleichungµ ' �� ��� · �
Sindzwei dieserdrei Größenbekannt,lässtsichmit dieserGleichungdie dritte Größeberechnen.Das
Ganzeheißt Prozentrechnung. Bei konkretenAufgabenmussman sich meist nur Gedanken dar̈uber
machen,welchezwei Größengegebensindundwelchezubestimmenist.
a) LösenSiedie Gleichungµ ' ¶�U³5³�· nach · , � undnach� � ' ¶�U³5³ auf.
b) Wieviel sind

� ��� von ?�� ?
c) Auf ein Guthabenvon � ����� DM zahlt Ihnenihre Bank in einemJahrZinsenin Höhevon ��� � DM?
Wieviel ProzentZinsenerhaltenSie?
d) Ihre Miete wurdeum ��� erḧoht undbetr̈agtnun ?�?���� � � DM. Wie hochwar die Miete vor derMie-
terḧohung?
e) Der Personalchefeiner Firma bemerkt,dass� ��� und damit fast die Hälfte aller Krankmeldungen
einenFreitagodereinenMontagbetreffen, ganzoffenbarzur VerlängerungdesWochenendes.Würden
SieIhm vorschlagen,diesenZustandzu ändern?

5 Dreisatz

In vielenalltäglichenSituationist derQuotient% y & ' M� oderdasProdukt % � & zweierGrößen% und &
konstant.Im erstenFall %&�' C bzw. % ' C � &
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sagtman,dassdie Größen% und & proportionalzueinandersind,im zweitenFall% � & ' C bzw. % ' C � �&
heißen% und & umgekehrt proportionalzueinander. DiesenbeidenGleichungensiehtmanFolgendesan:
Sind % und & proportionalzueinander, so mussbei Zunahmevon % auch & zunehmen.Bei umgekehrt
proportionalenGrößenmussbei Zunahmevon % die Größe & abnehmen.Bei konkretenAufgabenhilft
dieseÜberlegung,um zu erkennen,ob zwei Größenin einerproportionalenodereinerumgekehrt pro-
portionalenBeziehnungzueinanderstehen.Natürlich kannessein,dasszweigegebeneGrößenin keiner
proportionalenBeziehungzueinanderstehen.
a) EntscheidenSie,obdie folgendenGrößenproportional,umgekehrtproportionalodernicht proportio-
nal zueinandersind: % &

Preisin DM Preisin Euro
Leistungin kW Leistungin PS

FlächeeinesKreises Radius
VolumeneinesGases DruckeinesGases

b) Auf einerDeutschlandkarte im Maßstab
� y � ����������� müsstenvon den � � Millionen Einwohnern

dochwenigstens
" ³�³5³5³
³5³5³��³5³5³
³5³5³ ' � � MenschenPlatzfinden.Wiesoklapptdasnicht?

Bei der Dreisatzrechnung (man sagtauch Proportionsrechnung) sind die Konstante¹ und eine der
Größen% oder & bekanntundgesuchtist diezweiteGröße.Bei einerkonkretenAufgabemussmansich
zun̈achstdar̈uberklar werden,in welchemProportionaliẗatsverhältnis die angegebenenGrößenstehen
(wennüberhaupt!)undanschließenddiegesuchteGrößeberechnen.
Beispiel:

�
Maler ben̈otigen � Stunden,um eineWandzu streichen.In wie vielen Stundenkönnen �

Maler die gleicheArbeit schaffen? % : Zeit. & : Anzahl der Maler. Je größer % ist, destokleiner ist & .
DamitstehendieAnzahlderMalerunddieben̈otigteZeit in einemumgekehrtproportionalenVerḧaltnis
zueinandermit % � & ' � ��� Stunden' � � Stunden.Vier Maler ( & ' � ) brauchenalso % ' � HH Stunden' 
 �@? Stunden.
In derSchulehabenSiesolcheDreisatzaufgabenvielleichtauchmit demfolgenden

”
Rezept“ gelöst:

Behauptungsatz:
�

Maler ben̈otigen � Stunden
Zwischensatz:

�
Maler ben̈otigt � Stunden � � ' � � Stunden

Schlusssatz: � Maler ben̈otigen
� � Stunden y � ' 
 �@? Stunden

LösenSie nun die folgendenAufgaben.MachenSie sich dabeijeweils zun̈achstdie Proportionaliẗats-
verḧaltnisseklar. Aber Vorsicht!Nicht alleswaswie eineDreisatzaufgabeaussieht,ist esauch!
c)
�

Eurosind
� � P ?�? � 
 DM. Wieviel Eurosind

�
DM?

d) � kg einerWarekosten

��

DM. Wieviel DM kosten� kg?Wasmachtdasin Euro?
e) Wegenvieler StauserreichenSieauf derFahrtvon Nürnberg nachFrankfurtnur eineDurchschnitts-
geschwindigkeit von ?�� ¦ �º . Wie schnellmüssenSieaufderRückfahrtsein,umnocheineGesamtdurch-
schnittsgeschwindigkeit von

� ��� ¦ �º zuerreichen?
f) NachdemGesetzvon Boyle ist dasProduktausDruck � und Volumen » eines(idealen)Gasesbei
einerfestenTemperaturkonstant.Wie ver̈andertsichderDruck � , wenndasVolumen » desGasesver-
doppeltwird?
g) DerTeppichbodenbelag für einZimmerkostet � � � DM. Wie großist dasZimmer, wennderQuadrat-
meterpreis

� ?��@?�� DM betr̈agt.
h) Eine(amerikanische)Galloneentspricht


 �@� � ? Liter, ein (englisches)Pint �
�@?�� ��� Liter. Wieviel Pint
sindeineGallone?
i) Um dasWievielfachemüssenSie denRadiuseinesKreisesvergrößern,um seineFlächezu verdop-
peln?

7



j) Um wieviel Prozentver̈andertsichderUmfangeinesKreises,wennseinRadiusvervierfachtwird?
k) In einemUnternehmenarbeiten

��� � Mitarbeiter. Wieviele Mitarbeitermüsstenrein rechnerischneu
eingestelltwerden,wennbeigleichbleibenden Arbeitsaufwand dieArbeitszeitvon � � auf


 ���@? Stunden
proWocheverkürzt wird?Um wieviel Prozentwird dieArbeitszeitverkürzt?Um wieviel Prozentwürde
dieAnzahlderAngestelltenzunehmen?
l) Bei einerGeamtpopulationvon

� � Millionen Menschenantwortenbeieinerrepr̈asentativenBefragung
von
� ����� Personen

� ��� derBefragtenauf eineFragemit
”
ja“ . Wieviel ProzentderGesamtbevölkerung

würdenauchmit
”
ja“ antworten?

m)



Maurerben̈otigen zum Aufrichten einerMauer
�

Tage.Wie langewürdenzwei Maurer für die
gleicheArbeit ben̈otigen?

6 BinomischeFormeln

UnterdenbinomischenFormelnverstehtmandie für alle reelleZahlen % und & geltendenFormeln�O¼C½
binomischeFormel: :�% � & < ) ' %9) � � %*& � &*) ���¼C½
binomischeFormel: :�% � & < ) ' %9) � � %*& � &*) �
 ¼C½
binomischeFormel: :�% � & < :�% � & < ' % )�� & )��

diesichunmittelbardurchdasAusmultiplizierenderentsprechendenAusdr̈ucke ergeben.
a) FormenSie die folgendenTermemit Hilfe der binomischenFormeln um: : #-� $�< ) , :�% � � # < ) ,:~& � % < ) , : � % � ��< ) , :�% � # < : #;� % < , : � � # < : � ��# < .b) BerechnenSie :�% � : � & <5< ) und :�% � : � & <5< ) .EsgeltenauchFormelnfür höherePotenzenvon % � & . Soist:�% � & < ! ' % ! � 
 % ) & � 
 %*& ) � & ! �:�% � & < H ' % H � ��% ! & � � % ) & ) � ��%*& ! � & H �
DieseGleichungenfür alle Exponenten

s �(`cb kannmanin einergeschlossenenFormel angeben.Sie
heißtBinomischer Lehrsatzundsiehtsoaus::�% � & < m ' mn¦ p ³ �
s ] � % ¦ & m � ¦ �
Hierbeiist

§ m ¦ p ³ dasSummenzeichen,
£ m ¦ ¤ heißtBinomialkoeffizient,undin Abhängigkeit von

s
und ]

ist �
s ] � ' : s ��] � ��< � : s ��] � ��< � �O�O� � : s � ��< � s� � � � �O�O� ��] ' s ^]_^ : s ��] < ^
c) BerechnenSie

£ H ³ ¤ , £ H � ¤ , £ H )5¤ , £ H ! ¤ und
£ HH ¤ .d) BerechnenSie :�% � & < H . (Hinweis: :�% � & < ' :�% � : � & <5< .)Die Binomialkoeffizienten

£ m ¦ ¤ sindgeradedieZahlen,die im PascalschenDreiecks ' � �s ' � � �s ' � � � �s ' 
 � 
 
 �s ' � � � � � �s ' ? � ? � � � � ? ��O�O� �O�O� �O�O� �O�O� �O�O�
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in der : s � ��< –tenZeile an der der : ] � ��< –tenStelleauftreten.Sie wissenvielleicht noch,dassdie
ZahlenamAnfangundamEndeeinerZeile im PascalschenDreieckimmer

�
sindundsichdie anderen

Zahlendadurchergeben,dassmandie SummederbeidenZahlenüberdieserZahl bildet.Soergibt sich
derEintrag � in der ? –ZeiledurchAddition derdar̈uberstehendenZahlen



und


. DadieBinomialkoef-

fizientenim PascalschenDreieckauftauchen,kannmandiesesheranziehen,um denAusdruck :�% � & < mzuberechnen.
e)BerechnenSie :�% � & < = und :�% � & < E .
f) BerechnenSie :~& � # < ! und : � � $�< H .
7 QuadratischeGleichungen

Bei quadratischenGleichungen (mansagtauchGleichungen zweitenGrades) handeltessichum Glei-
chungenderForm # % ) � $ % ��� ' �
�
wo #¾K' � , $ und � reelleZahlensind.GesuchtsindreelleLösungen% dieserGleichung.Man nennt# %9)dasquadratischeGlied,

$ % daslineare Glied und � dasabsoluteGlied derquadratischenGleichung.
Für speziellequadratischeGleichungenkönnenwir sofort Lösungenangeben.Ist dasabsoluteGlied� ' � , sohabenwir eineGleichungderForm# % ) � $ % ' � �
Hier könnenwir aufderlinkenSeite % ausklammern.Damiterhaltenwir dieGleichung%�: # % � $�< ' �
�
bei der auf der linken Seitezwei Faktorenstehen.DerenProduktkannnur dann ' � sein,wennmin-
destenseinerderFaktorenverschwindet,alsowenn % ' � oderwenn # % � $ ' � ist. Bei derzweiten
Gleichungkönnenwir auf beidenSeiten

$
subtrahierenundanschließenddurch # dividieren(beachten

Sie,dassbei quadratischenGleichungenimmer #aK' � vorausgesetztwird, alsostetsdasquadratische
Glied vorkommt).Damit erhaltenwir die Lösungen% ' � oder % ' � GF (wasim Fall

$ ' � auchdie
Lösung % ' � gibt). In einemanderenSpezialfall könnenwir auchsofort Lösungenangeben,nämlich
dannwennkein linearesGlied vorhandenunddieGleichungvonderForm# % ) ��� ' �
ist (solcheGleichungenheißenreinquadratisch). Auf beidenSeitenkönnenwir � subtrahierenundan-
schließenddurch # dividieren.Dannergibt sichdieGleichung% ) ' �¿�# �
Auf der linken SeitedieserGleichungstehtdasQuadrateinerreellenZahl und diesesist immer nicht
negativ. Sollte die linke Seite � �F negativ sein,so kanndieseGleichungkeinereelleLösungbesitzen.
Diesist z.B. bei derquadratischenGleichung%9) � � ' � derFall. Ist die linke SeitederGleichung' �
(wasnur bei � ' � der Fall ist), so habenwir die Gleichung %9) ' � zu lösenmit der offensichtlichen
Lösung% ' � . Bei einerpositivenlinkenSeiteergebensichzweiLösungenderquadratischenGleichung,
nämlich 0 � �F und � 0 � �F . In diesenbeidenFällenhabenwir gesehen,dassin Abhängigkeit von den
Konstanten# , $ und � eine quadratischeGleichungzwei Lösungen,eine Lösungoder keine Lösung
besitzt.
a) GebenSie(im Existenzfall) die reellenLösungenderfolgendenquadratischenGleichungenan:��%9) � � ' � , � ��� &*) ' � , � � ��À ) � � � ' � , � � � # ) � � � # ' � , ��$ ) � 
�$ ' � , � ��� � ) � � � ' � .

9



Wie löst man nun allgemeineeine quadratischeGleichung?Hier bedientman sich einesTricks, den
Sie ausder Schulekennenund der quadratische Ergänzunggenanntwird. Zunächstkönnenwir die
quadratischeGleichungdurch # dividieren,umdieGleichungaufdie Form% ) � $# % � �# ' �
zubringen.In unseremzweitenSpezialfall habenwir die Gleichunglösenkönnen,nachdemwir aufder
linken SeiteeinenquadratischenAusdruckerzeugthaben.Dies gelingt auchhier. Dazubetrachtenwir
diebinomischeFormel % ) � $# % � � $� # � ) ' � % � $� # � ) �
bei der auf der linken Seitedie erstenbeidenSummandenmit denerstenbeidenSummandenunserer
quadratischenGleichungübereinstimmenund bei der im dritten Summandenkein % auftaucht.Nun
kommt der Trick, bei demwir in geschickterWeiseeine � addieren.Wir formenunserequadratische
Gleichungin derfolgendenWeiseum % ) � $# % � �# ' �% ) � $# % � � $� # � ) � � $� # � )Á ÂOÃ Äp ³ � �# ' �� % � $� # � ) � � $� # � ) � �# ' �� % � $� # � ) ' � $� # � ) �k�#� % � $� # � ) ' $ )� # ) �k�#� % � $� # � ) ' $ ) � � #*�� # )
Wie beieinerreinquadratischenGleichungstehtaufderlinkenSeiteetwasNicht–Negatives. DasVorzei-
chenderrechtenSeiteunddamitdie Entscheidungdar̈uber, ob undwieviele Lösungenexistierenhängt
nurvom Zähler

$ ) � � #*� ab,dersogenanntenDiskriminanteÅ ' $ ) � � #*�
derquadratischenGleichung.Nun könnenwir wie obenargumentierenundFolgendesfeststellen:Eine
quadratischeGleichung# %9) � $ % �(� ' � mit #LK' � undreellenKoeffizienten # � $ und � hat

genauzwei reelleLösungen� wenndie Diskriminante
Å ' $ ) � � #*� iQ� ist,

genaueinerelleLösung� wenndie Diskriminante
Å ' $ ) � � #*� ' � ist,

keinereelleLösung� wenndie Diskriminante
Å ' $ ) � � #*� IQ� ist.

In denerstenbeidenFällenkönnenwir durchAuflösenderGleichung
£ % � G) F ¤ ) ' G / � H F �H F / dieLösungen

explizit angeben:

zwei reelleLösungenbei
$ )�� � #*� iQ��y % � ' � G N 2 G / � H F �) F und % ) ' � G � 2 G / � H F �) F �

einerelle Lösungbei
$ ) � � #*� ' ��y % � ' � G) F �
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Hier brauchtman sich abernur den Fall zweier Lösungenzu merken, da der Fall einer Lösungder
Spezialfall mit

$ ) � � #*� ' � ist.
b) Aus derSchulekennenSievielleicht nochdie

”
� –� –Formel“ : Die quadratischeGleichung% ) � �_% ��� ' �

besitztim Fall �_) � � � ¥ � dieLösungen% �>Æ ) ' � � ��ÇaÈ 6 � � 8 ) � �*�
Wie hängtdieseFormelmit derobigenLösungsformelzusammen?
c) BenutzenSie die

”
� –� –Formel“ , um dasFolgendezu zeigen:Hat die quadratischeGleichung %9) ��_% �¿� diebeidenLösungen% � und % ) , soist % � � % ) ' � � und % � � % ) ' � . (DiessinddieFormelnvon

Vieta.) Dasbedeutet:% ) � �_% ��� ' % )�� :�% � � % ) < % � % � % ) ' :�% � % � < :�% � % ) < .d) BerechnenSiedie Diskriminanteder folgendenquadratischenGleichungenundentscheidenSie,ob
zwei,eineoderkeinereelleLösungexistiert:

� %9) � 
 % � � ' � , � � � %9) � P % � 
 ' � , %9) � ��% � � � '� , �) %9) � )! % � =E ' � .e)GebenSiedieLösungen# derquadratischenGleichungen% # )�� & #�� À in Abhängigkeit von % , & undÀ an.
f) FindenSiedie Lösungen

$
derGleichung

$ ) � % $ � %9) undderGleichung%9) � $ % �(� ' � .Mit der Lösungsformelfür quadratischeGleichungenkönnenSie entscheiden,ob und welchereellen
LösungeneinequadratischeGleichungbesitzt.Damit lassensichaberauchLösungenfür andereArten
von Gleichungenfinden,sofernmandieseauf quadratischeGleichungenzurückführenkann.Dies ist
z.B. bei speziellenGleichungendrittenundviertenGradesderFall. Die GleichungdrittenGerades& ! � ��& ) �(? & ' �
�
beiderkeinkonstantesGliedvorhandenist,besitztdieLösungen& ' ��? , & ' � und & ' � . Dieserkennt
mandurchAusklammernvon & auf der linken Seite,wodurchsichdie Gleichung&�:~&*) � ��& ��? < ' �ergibt. Also ist & ' � oder & ist eineLösungderquadratischenGleichung&*) � ��& ��? ' � . Gibt esin
einerGleichungviertenGrades % H � �_% ) ��� ' �
keineGliedermit ungeradenExponenten,sokannmandieseGleichungalseinequadratischeGleichung
für � ' %9) auffassen,also � ) � � � ��� ' � �
Im Fall einer nicht negativen Diskriminante lassensich die Lösungen� dieserGleichungmit der
Lösungsformelbestimmen.Durch anschließendesWurzelziehen(ausdennicht negativen(!) Lösungen� ) erḧalt man dannLösungen% . Beide Verfahrenlassensich auchanwenden,wenn es gelingt, eine
GleichungaufdieForm & ! � �9&*) ��� & ' � bzw. & H � �9&*) ��� ' � zurückzuf̈uhren.
g) GebenSie die Lösungen% der folgendenGleichungenan: % H � � � ' � , % H � � P %9) � � ��� ' � ,% ! � � ? % ' � , � % ! � � %9) � ? % ' � .h) BestimmenSie die Lösungen# der Gleichungen: # )d� � � < )d� � # ) � � P(' � und : # )d� � � < ) '? : � # ) � � P < (hier hilft jeweils ein kleinerTrick).
EinigeArten vonBruchgleichungen lassensichebenfalls auf quadratischeGleichungenzurückführen.
i) BestimmenSiedie Lösungen% derGleichungenMON !MÉ� MM � ) ' ? und MON �M � � ' � M � )MON � .
j) GebenSiedie Lösungen& folgenderGleichungenan:

�) � � ! �Ê�) � ' !H � �_E und

k) ) �� � H � ! �� N H ' H R � / � � N H T� / � � E .
EinewichtigeKlassevon Gleichungen,die sichmanchmalauf quadratischeGleichungenzurückführen
lassen,sindWurzelgleichungen.
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8 Wurzelgleichungen

Gleichungenwie + � � % � + % � � ' �
�
bei welchendie VariableunterdemWurzelzeichenvorkommt,nenntmanWurzelgleichungen. Bei sol-
chenGleichungenmussmanzun̈achstdie FragenachdemDefinitionsbereich stellen,dadie unterden
WurzelnauftretendenTermenicht negativ seindürfen. Anschließendwird die Gleichungumgeformt,
wobei ein wichtigesHilfsmittel dasQuadrierenderGleichungist. Aber Vorsicht! Die quadrierteGlei-
chungkannmehrLösungenalsdieurspr̈unglicheGleichungbesitzen.Soentstehtdie Gleichung%9) ' �
mit denLösungen% ' � und % ' � � durchQuadrierenausderGleichung% ' � mit nureinerLösung.
Merken Sie sich: Wird beim Umformeneiner Gleichung quadriert, so sind die Lösungen der neuen
Gleichungen nur Kandidatenfür die Lösungen der urspr̈unglichen Gleichungen, d.h.die Lösungen der
urspr̈unglichen Gleichungbefindensich unterdenLösungenderquadriertenGleichung. Abernicht alle
KandidatenmüssenLösungen der urspr̈unglichen Gleichungsein.Die Lösungenfindetmandurcheine
Probe:Manprüft direkt nach,welchederKandidatendieurspr̈unglicheGleichunglösen.
Im obigenBeispielist derDefinitionsbereich derGleichung

{ % �¿`ch²y � j % j � | ' ¯ � � ��° , dadererste
Ausdruck

+ � � % für
� � %¾¥ � , also % j � undderzweiteAusdruck

+ % � � für % � � ¥ � , alsofür%¾¥ � definiertist. Beginnenwir mit denUmformungen:Wir bringendenzweitenTermderGleichung
aufdie rechteSeiteundquadrierendieentstehendeGleichunganschließend.Diesergibt� � % ' % � � �
mit derLösung% ' !) . Diesist unserKandidat.Die ProbeÈ � � 
 � � È 
 � � � ' � È �� ' + � K' �
zeigt,dassderKandidatdie urspr̈unglicheWurzelgleichungnicht löst.Also besitztdie Gleichungkei-
neLösungen.(Dieshättemanbei genaueremHinschauenauchdirekt anderGleichungsehenkönnen.
Die linke SeitederGleichungist die SummezweierWurzelnunddamitdie Summezweiernicht nega-
tiver Ausdr̈ucke. DieseSummekannnur dann � ergeben,wenn jeder Summand' � ist. Beim ersten
Summandenist diesaberfür % ' � , beimzweitenSummandenfür % ' � derFall.)
a) BestimmenSie den Definitionsbereichund die Lösungender folgendenGleichungen:

+ 
 � % '+ % � � , + � � % ' )2 M � � , :�% � ��< + ?�� % � + % � � ' � .
b) BestimmenSiedieLösungen% von ��� + � � ��% ' �E % , + ��
 � ��% ' � � % und

+ ��
 � ��% ' � � % .
c) LösenSiedie Gleichungen

+ % ��? ' ?�� + % und
2 M � !¡ � 2 MON E¡ ' � .

9 Potenzenund allgemeineWurzeln

Das � –facheProdukteinerreellenZahl # mit sichselbstheißtdie � –tePotenzvon # undwird mit# � ' # � # � �O�O� � #Á ÂOÃ Ä� –mal

abgek̈urzt. Hierbei ist � zun̈achsteinenaẗurlicheZahl. Für ganzeZahlen � erklärt mandenAusdruck# � wie folgt: Der Kehrwert �F einerZahl #kK' � wird mit # � � abgek̈urzt. Für negative � setztman
dann# � ' �F ��Ë ' �F ¢cÌcÌcÌ ¢ F . Für ganzzahligeExponenten� und

s
ergebensichunmittelbardie folgenden

Potenzgesetze:� m ' � � # � ' # � # � N m ' # � # m � : # � < m ' # � m � : # $�< � ' # � $ � �
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Für �¾� s �¿`cb ist nämlichbeispielsweise# � # m ' : # � �O�O� � #Á ÂOÃ Ä� –mal

< : # � �O�O� � #Á ÂOÃ Äm –mal

< ' # � �O�O� � #Á ÂOÃ ÄR � N m T –mal
' # � N m �

Für jedenicht–negative Zahl # undjedenaẗurlicheZahl
s

existiert genaueinereelleLösung# ¥ � der
Gleichung# m ' % . DieseLösung% heißtdie

s
–teWurzelvon # undwird mitÍ+ # ' # ,Í

bezeichnet(im Fall
s ' � sprichtmanauchvon der(Quadrat–)Wurzel undschreibteinfach

+ # ' # ,/ ).Für # iQ� und � ' � m �Lf g ( �7�LeCe�� s �-`cb ) wird die positive Zahl #
Î definiertdurch# Î ' # Ë Í ' : # � < ,Í ' Í+ # � ' 6 # ,Í 8 � ' £ Í+ # ¤ � �
Hat man #
Î für alle rationalenZahlen� erklärt, sokannjederMathematikstudentundjedeMathematik-
studentinim erstenSemesterbeweisen,dasseszu # i	� und Ï ��`ch eineeindeutigbestimmtepositive
Zahl #
Ð gibt. DieseZahl #
Ð heißtPotenzzurBasis# i�� mit ExponentÏ �¿`ch . Für # ' � und Ï iQ� setzt
mannoch # M ' � (BeachtenSie: � ³ und � Ð mit Ï I � sindnicht definiert!)Die für ganzeExponenten
gültigenPotenzgesetzëubertragensichohneweiteresauf allgemeinePotenzen.Esgilt also� Ð ' � � # � ' # � # Ð N�Ñ ' # Ð # Ñ � : # Ð < Ñ ' # Ð Ñ � : # $�< Ð ' # Ð $ Ð
für # � $ i±� und Ï ��Ò��²`ch . DieseGesetzesolltenSie kennen.Ein Spezialfall dieserGesetzesind die
WurzelgesetzeÍ+ # $ ' Í+ # Í+ # � Ë Ó Í+ # ' Ë�Í+ # � Ë + # Í+ # ' Ë�Í+ # � N m � Ë + #Í+ # ' Ë�Í+ # m � �
für # � $ iQ� und �¾� s �¿`cb . Hier sehenvielleicht insbesonderedie letztenbeidenGesetzeetwasseltsam
aus.WennmandiePotenzgesetzekennt,kannmandiesabersofortnachrechnen:Ë + # Í+ # ' # ,Ë # ,Í ' # ,Ë N ,Í ' # Ë   ÍË�Í ' Ë�Í+ # � N m �
a) BerechnenSie

� !
, : � ) < ! , � ) � und


 !
.

b) BerechnenSie
+ � P , �+ � � �+ ��� ? , und

3+ � � .
c) ZeigenSie:

Ë 2 FÍ2 F ' Ë�Í+ # m � � .
d) VereinfachenSiedie folgendenAusdr̈ucke soweit wie möglich:+ � � + � � + ��� � + 
 � : + # � + $�< : + #;� + $�< � + # ) mit # �¿`ch �
e)BerechnenSie

� M und
� � M ' £ �)�¤ M für % ' � � �O� � ���
� � � � .f) DrückenSiedie folgendenTermedurcheineeinzigeWurzelaus:Ó � + 
 � � ?+ ? � Ó # �+ # � �È # Ð �Ó # Ñ + # ¼ �

g) BringenSiedie folgendenTermeaufdie Form # M .# ,Ô � 3Ó # � ) � �+ # H � # ! �+ #
H3+ # � Ë + # Ð Í+ # Ñ �
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h) Aus demMathematikuntericht wissenSievielleicht noch,dass
+ �

keinerationaleZahl ist (wasSie
vielleichtwenigerirritiert hatalsdieantikenMathematiker, denendieserstmalsaufgefallenist). Kennen
SienochdenBeweis?
An dieserStellekönnenwir nochkurz daraufeingehen,wiesowir im Abschnittüberdie quadratischen
Gleichungenimmervon denreellenLösungengesprochenhaben.Aus h) ist ersichtlich,dassdie Glei-
chung %9) ' � in denrationalenZahlenkeineLösungbesitzt,wohl aberin denreellenZahlen,die eine
echteObermengeder rationalenZahlenbilden(jederationaleZahl ist aucheinereelleZahl, abernicht
jede reelleZahl, wie z.B.

+ �
, ist eine rationaleZahl). Wir habengesehen:Die Gleichung %9) ' � �besitztkeineLösungin denreellenZahlen.Wie manaberbei derGleichung% ) ' � sieht,kanndurch

ErweiterungderGrundmenge(hier von f g auf `ch ) eineLösunggefundenwerden.Gehtdiesauchbeider
Gleichung%9) ' � � ? Die Antwort ist

”
ja“ . DerZahlbereich,indemdieGleichung%9) ' � � eineLösung

besitztist die Menge Õ g derkomplexen Zahlen.SiebestehtausallenZahlenderForm #�� $ i, wo i, die
imaginäre Einheit, dieWurzelaus � � ist, d.h.eine

”
Zahl“ i mit i ) ' � � und # und

$
reelleZahlensind.

Beispielsweiseist
� � 
�Ö einekomplexe Zahl.ReelleZahlen# sindspeziellekomplexe ZahlenderForm#�� � i. Wie manbei denreellenZahlenvon derZahlengeradenspricht,sprichtmanbei denkomplexen

ZahlenvonderZahlenebene.SokannmansichjedenPunktder % –& –Ebenealseinekomplexe Zahlvor-
stellen.Der rellenZahl

�
entsprichtderPunkt : � ��� < , der imagin̈arenZahl i entsprichtderPunkt : �
� ��< .

Für komplexe ZahlengeltenalleRechenregeln,dieauchfür reelleZahlengelten.
i) LösensiedieGleichung%9) ' � � in derMengederkomplexenZahlen.

10 Logarithmen

Zu
$ iz� mit

$ K' � besitztdie Gleichung
$ M ' & für positive & eine eindeutigeLösung % . Diese

LösungheißtderLogarithmusvon & zur Basis
$

und wird mit
ACB�D G & ' % notiert.SpezielleWertedes

Logarithmussind ACB�D G � ' �
� ACB�D G $ ' � � ACB�D G �$ ' � � �
Aus denPotenzgesetzenleitensichfür % � & i�� undalle Ò;�-`ch dieLogarithmengesetzeab:ACB�D G %*& ' ACB�D G % � ACB�D G & � ACB�D G %&(' ACB�D G % � ACB�D G & � Ò ACB�D G & ' ACB�D G & Ñ �
Beispielsweiseist $@×cØ5Ù � MON ×cØ5Ù � � ' $@×cØ5Ù � M $@×cØ5Ù � � ' %*& �
Also muss

ACB�D G % � ACB�D G & ' ACB�D G %*& sein,da
$ ×cØ5Ù � M � ' %*& ist.

a) BerechnenSie
ACB�D ) � , ACB�D ) � , ACB�D �U³ � ����� , ACB�D H � und

ACB�D H � .b) BerechnenSie
ACB�D �U³ ? � ACB�D �U³ � , ACB�D ) � � � ACB�D ) � � , ACB�D ! � ��� ACB�D ) � .

c) FassenSie die folgendenAusdr̈ucke zu einemLogarithmuszusammen:
ACB�D G � � ACB�D G 
 , ACB�D G ?��ACB�D G � � , ACB�D G � � ACB�D G � � ACB�D G � , ACB�D G + � � �) ACB�D G � , � ACB�D G % � 
 ACB�D G & .d) VereinfachenSie die folgendenAusdr̈ucke zu einemLogarithmus:

ACB�D G % ! � ACB�D G %9) , ACB�D G � %9) �ACB�D G ��% , ACB�D G : �+ % � 3+ % < ) , ACB�D G :�% � & < � ACB�D G :�% � & < .Logarithmenzu verschiedenBasenlassensich einfach ineinanderumrechnen.Es geltendie Umrech-
nungsformeln ACB�D G % ' ACB�D F %ACB�D�F $ und

ACB�D G %ACB�D G & ' ACB�D F %ACB�D
F &��
Am bestenmerktmansichdiesmit derRegel:Der QuotientzweierLogarithmenist unabḧangigvonder
Basis.
e)Die Formel

ACB�D G % ' ×cØ5Ù � M×cØ5Ù � G ist einSpezialfall derderFormel
×cØ5Ù � M×cØ5Ù � � ' ×cØ5Ù � M×cØ5Ù � � . Aber welcher?

f) Stimmtdie Formel
ACB�D G % ' � ACB�D ,� % ?
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g) BerechnenSie
×cØ5Ù 3 "×cØ5Ù 3 H sowie

×cØ5Ù / "×cØ5Ù / H .h) DerAusschlagderNadeleinesSeismographenist ein Maßfür die tats̈achlicheBewegungdesUnter-
grundesamBeobachtungsorteinesErdbebensunddamiteinMaßdervoneinemErdbebenfreigesetzten
Energie, welchemittels der

”
Richter–Skala“ gemessenwird. DieseSkalaist logarithmischaufgebaut.

Die Magnitude Ú (die Sẗarke) auf der Richterskalaentsprichtgrob gesprochendemLogarithmusder
freigesetztenEnergie Û , also Ú ' ACB�D G ¹ � Û
(hier ist ¹ eineKonstante).Erhöht sichdieMagnitudeÚ aufdieserSkalaumdenWert

�
, soerḧohtsich

die zugeordneteEnergie um das

 � –fache.GebenSiedie Basis

$
dieserlogarithmischenSkalaan.Um

wieviel erḧoht sichdie Energie,wennsichdieMagnitudeaufderSkalaum �
�@? erḧoht?
In derPraxissindeinigeBasen

$
vonbesondererBedeutungunddieentsprechendenLogarithmenhaben

eigeneNamen.Auf üblichenwissenschaftlichenTaschenrechnernfindetmandendekadischenundden
naẗurlichenLogarithmus.(ÜberdieUmrechnungsformel kannmanmit jedemvondiesenauchLogarith-
menzubeliebigenBasenberechnen.)$ ACB�D G�

ld dualerLogarithmus� � lg dekadischerLogarithmusr ACq
naẗurlicherLogarithmusr ' � �@� � � � � � � � �O�O� ist hier die Eulersche Zahl, die in derMathematikeinebesondereBedeutunghat

(wassicherstin derhöherenAnalysisherausstellt).NebenW ist dieseZahldiewichtigstemathematische
Konstanteundwie W ist r keinerationaleZahl (d.h.die Zahlenreihe

� �@� � � � � � � � �O�O� setztsichfort ohne
jemalsperiodischzu werdenoderabzubrechen).So gilt z.B. (dasmüssenSie sich nicht merken) mit
derimagin̈arenZahl i die bemerkenswerte Formel r i Ü � � ' � , die in jederSammlungder

”
scḧonsten“

mathematischenFormelnauftaucht.
Zum SchlussdiesesAbschnittesbehandelnwir noch logarithmische Gleichungen. Der übliche Re-
chentrickbei diesenGleichungist die Verwendungder Werte

ACB�D G � ' � , ACB�D G $ ' � , ACB�D G �G ' � � ,die Benutzungder Identiẗat
$ ' ACB�D F # G ' # ×cØ5Ù � G sowie die Beobachtung,dass

ACB�D G % ' ACB�D G & nur
für % ' & geltenkann.Bei logarithmischenGleichungen sollte manimmerdie Probemachen,ob die
errechnetenLösungen (sofernmansie gefundenhat) auch im Definitionsbereich liegen. BeachtenSie
nochmals:Logarithmenkannmannur vonpositivenZahlenbilden. Bei

ACB�D G % muss % i1� seinund
$

einepositive Zahlverschiedenvon
�
.

i) LösenSiedie Gleichung
ACD % � ACD :�% � ��< ' ACD 
 .j) LösenSiedie Gleichung% ×cÝ M ' 
 .k) FindenSiedieLösungen% derGleichung

� ×cÝ M�% � N ×cÝ M ' �) .
11 Funktionen

In derTechnikund in denNaturwissenschaften bezeichnetmaneineGröße,derenWert von eineroder
mehrerenanderenGrößenabḧangt, als eine Funktion. Beispielesind die LängedesBremsweges in
Abhängigkeit von derGeschwindigkeit,derErnteertragin Abhängigkeit vom eingesetztenDüngeroder
der Luftdruck in Abhängigkeit von der Höhe.Hängtdie Funktiondabeinur von eineGröße % ab, so
schreibtmanoft Þ�:�% < für denWertderFunktion Þ anderStelle % . % liegt dabeiim Definitionsbereich ¨
derFunktion,derWert Þ�:�% < liegt im Wertebereich ª derFunktion.In denmeistenAnwendungensind ¨
und ª TeilmengenderreellenZahlen.Für allgemeinereFunktionenkönnendiesaberauchandereMen-
gensein.FunktionenÞ y
¨	ßÉª lassensichmathematischdadurchbeschrieben,dassderWert Þ�:�% < an
derStelle % angegebenwird. Diesgeschiehtoft durchAngabederZuordnungsvorschrift %Làß Þ�:�% < . Ist
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derDefinitionbereicheinerFunktionnichtexplizit angegeben,ist meistdermaximaleDefinitionsbereich
gemeint.
Beispielefür Funktionen: Lineare Funktionen:Þ�:�% < ' # % oder %-àß # % mit einerfestenZahl # .Potenzfunktionen:Þ�:�% < ' % Ð mit einerfestenZahl Ï �-`ch .
Exponentialfunktionen: Þ�:�% < ' # M mit einerfestenZahl # iQ� .Logarithmusfunktionen: Þ�:�% < ' ACB�D G % mit einerfestenZahl

� K' $ iQ� .In der SchulehabenSie Funktionenzumindestbei der Kurvendiskussionkennengelerntund dort spe-
zielle Eigenschaften(Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Definitionsbereich, Nullstellen,Monotonie,lokale
Minima undMaxima,.. . ) berechnetunddenFunktionsgraphen im Koordinatensystem dargestellt.

DerGrapheinerFunktion

BestimmenSiebei denfolgendenFunktionendenDefinitionsbereich undskizzierenSiedieFunktionen
(ohneetwasauszurechnen!Hier gehtesnur darum,ob Sie ein Gefühl dafür haben,wie der Graphder
Funktionaussieht.WennSienichtweiterwissen,könnenSieaucheineWertetabelleverwenden):
a) Þ�:�% < ' � % ,b) Þ�:�% < ' %9) � � ,c) Þ�:�% < ' + % ,d) Þ�:�% < ' r M ,e) Þ�:�% < ' ACq % .f) Þ�:�% < ' �MHat bei einerFunktionjedesElement& ' Þ�:�% < desWertebereichesgenauein Urbild % im Definitons-
bereich(mathematischkannmandiessoausd̈ucken: Aus Þ�:�% < ' Þ�:~& < folgt % ' & ), sonenntmandie
Funktion Þ umkehrbar. In diesemFall wird durchdie Zuordnungsvorschrift &Làß % ' Þ � � :~& < die Um-
kehrfunktion Þ � � zu Þ definiert.Strengmonotonwachsendebzw. strengmonotonfallendeFunktionen
sind umkehrbar(Sie wissennoch,was strengmonotonwachsendund strengmonotonfallendbedeu-
tet?).Man erḧalt die Umkehrfunktion(als Funktionvon & ), indemmandie Gleichung& ' Þ�:�% < nach% auflöst.Sobesitztdie Funktion Þ�:�% < ' % ! (dieseist strengmonotonwachsend)die UmkehrfunktionÞ � � :~& < ' �+ & . AberAchtung:Nicht jedeFunktionbesitzteineUmkehrfunktion!
g) Wannist eineFunktionauf ihremDefinitionsbereich strengmonotonwachsend?
h) WelchederFunktionenin a)–f) sindumkehrbar?Wie lautendieUmkehrfunktionen?
Im Analysisuntericht an der SchulehabenSie zwei Operationenmit Funktionenkennengelernt:Dif-
ferenzierenund Integrieren.BeideOperationenwerdendurchGrenzwertprozessebeschrieben,welche
auchbeimKonzeptderStetigkeit einerFunktiongrundlegendsind.SolcheGrenzwertprozesse sinddas
Handwerkszeugder Mathematiker und Mathematikerinnen. Hier werdenwir unsnicht so sehrum die
genauenDefinitionenkümmern(vielleichtsindSiein derSchulevonderEpsilontik,d.h.vonRedewen-
dungenwie

”
Zu á i�� existiert ein â i�� , sodassfür alle . . .“ , erschlagenwurden),sondernmehraufdie

intuitive Vorstellungeingehen,diemanvon Grenzwertprozessenhabensollte.
Anschaulichkonvergiert eineFolgereellerZahlen% m gegeneineZahl % ³ �-`ch , denGrenzwertderFolge% m , wenndie Folgeglieder bei

s ß l gegendenWert % ³ streben.So konvergiert beispielsweisedie
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Folge % m ' �m bei
s ßÊl gegendenGrenzwert� , dadie Zahlen �m beliebignahean � heranreichen.In

diesemFall schreibtman ACtCum�vdw �s ' � �Ist Þ eineFunktionund % ³ im Definitionsbereich, solassensichFolgen % m ß % ³ im Definitionsbereich
betrachten,die zugeḧorigenFunktionswerteÞ�:�% m < derFolgeglieder % m sowie derFunktionswertÞ�:�% ³ <
desGrenzwertes% ³ . EineFunktionheißtstetigan der Stelle % ³ desDefinitionsbereiches,wennfür alle
Zahlenfolgen,die im Definitionsbereich gegen % ³ konvergieren,die Bilder Þ�:�% m < im Wertebereich gegenÞ�:�% ³ < konvergieren.BeachtenSie,dassdiesfür alle Folgen % m mit Grenzwert% ³ im Definitionsbereich
geltenmuss.Stetigim Punkt % ³ bedeutetdamit:Wannimmer % im Definitonsbereich gegen % ³ im De-
finitionsbereichkonvergiert, strebt Þ�:�% < gegen Þ�:�% ³ < im WertebereichderFunktion.Man drückt diesso
aus:Für alleFolgen % m ß % ³ im DefinitonsbereichgiltACtCuM Í v M � Þ�:�% m < ' Þ�:�% ³ < �

bzw.
ACtCuM v M � Þ�:�% < ' Þ�:�% ³ < �Gilt diesfür alle % ³ im Definionsbereich, sonenntmandieFunktionstetig.AnschaulichbedeutetStetig-

keit, dassmandenGraphenderFunktion
”
ohneabzusetzen“ durchzeichnenkann.EinerFunktionkann

manalsoansehen,obsiestetigoderunstetigist.
i) Welcheder folgendenFunktionenist auf Ihrem Definionsbereich stetig: Þ�:�% < ' MON �! , Þ�:�% < ' %9) ,Þ�:�% < '1ã � � wenn %-¥ �� � � wenn % IQ� .

12 Logarithmus– und Exponentialfunktionen

Bei demLogarithmusä�å ¸ G % zur Basis
$

(wie immer:
� K' $ ik� ) könnenwir für % jedepositive reelle

Zahl einsetzen.Durchdie Zuordnungsvorschrift %-àß ACB�D G % wird eineFunktionmit demDefinitionsbe-
reich `ch�æ ³ derpositiven reellenZahlenerklärt, die Logarithmusfunktion zur Basis

$
. Þ�:�% < ' ACB�D G % hat

folgendeEigenschaftenç Definitionsmenge der Logarithmusfunktion sind die positiven Zahlen,der Wertebereichist die
Mengealler reellenZahlen.ç Die Logarithmusfunktion

ACB�D G % ist strengmonotonwachsendfür
$ i � und strengmonoton

fallendfür �JI $ I � .ç Logarithmusfunktionensindstetig.ç Alle Logarithmusfunktionen habendieselbeNullstelle % ³ , nämlich % ³ ' � .
Von herausgehobenerRolle in derMathematikist die naẗurlicheLogarithmusfunktion Þ�:�% < ' ACq % .a) WelcheBasen

$
sindbei denLogarithmusfunktionenzugelassen?

b) KennenSienebenderNullstellenochweiterespezielleWertevon
ACB�D�F % ?

c) SkizzierenSiedie GraphenderLogarithmusfunktionen
ACB�D ) % und

ACB�D ,/ % .
d) Mit denLogarithmengesetzenist

ACB�D G % ' � ACB�D ,� % . Wasbedeutetdiesfür dieGraphenderLogarith-
musfunktionen

ACB�D G % und
ACB�D ,� % ?
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GraphenderLogarithmusfunktionenè é � und � è é � undderExponentialfunktionenê�ë und êUì�ë
Bei einer Potenz# M mit positiver Basis # könnenwir für % jedereelle Zahl einsetzen.Benutzenwir
hier die Zuordnungsvorschrift %1àß # M , so habenwir die Exponentialfunktion zur Basis # definiert.
Von herausgehobener Bedeutungfür die Mathematikist die Exponentialfunktion zur Basis r , wo r die
EulerscheZahl ist. Die Funktion Þ�:�% < ' r M heißtdeswegendie (naẗurliche) Exponentialfunktion (hier
lässtmanin derSprechweisedenBezugaufdieBasiseinfachweg undauchderZusatz

”
naẗurlich“ wird

meistensweggelassen).Exponentialfunktionen habenfolgendeEigenschaftenç Definitionsmenge ist die MengederreellenZahlen,derWertebereichist die Mengederpositiven
Zahlen(insbesonderehabenExponentialfunktionen keineNullstellen).ç # M ist strengmonotonwachsendfür # i � undstrengmonotonfallendfür ��j # I � . Für # ' �ist dieFunktion Þ�:�% < ' � M ' � einekonstanteFunktion.ç Exponentialfunktionensindstetig.ç Alle Exponentialfunktionen habendenselbenWertanderStelle � , nämlich # ³ ' � .

e)WelcheBasen# sindbeidenExponentialfunktionenzugelassen?
f) SkizzierenSiedieGraphenderExponentialfunktion r M und

£ �½ ¤ M ' r � M .g) Mit denPotenzgesetzenist # � M ' �F � . Wasbedeutetdiesfür dieGraphenderExponentialfunktion # Mund
£ �F ¤ M ?h) RechnenSienach:# M ' r M ×cÝ F (Exponentialfunktionen zubeliebigenBasenlassensichalsodurchdie

(naẗurliche)Exponentialfunktion ausdr̈ucken).
i) RechnenSienach:# M ist dieUmkehrfunktion zu

ACB�D F % (
� K' # iQ� ).j) BesitztdieGleichungr M ' ACq % eineLösung?

In denNaturwissenschaften werdenmit Exponentialfunktionen Wachstums–und Zerfallsprozessebe-
schrieben.Diesgilt beispielsweisefür dasWachstumvon ZellkulturenunddenradioaktivenZerfall.
k) EineZellkultur in einerNährl̈osungverdoppeltsichdurchZellteilungalle � Stunden.Zu Beginn ei-
nesBeobachtungszeitraums betragedie MasseÚ derZellkultur

�
g. TragenSiein eineWertetabelledie

MassederZellkultur zur Zeit í ' � Stunden,í ' � Stunden,í ' � Stundenund í ' ��� Stundenauf.
Wieviel wog die Zellkultur � Stundenvor Beginn desBeobachtungszeitraumes (dasist der Zeitpunktí ' � � Stunden)?GebenSie auchdie Funktionsvorschrift der Funktion Ú1:~í < an und skizzierenSie
ihrenGraphen.

18



l) Ein radioaktivesPr̈aparatzerf̈allt mit einerHalbwertszeitvon ?�� Jahren.Sei Ú ³ dieMengedesPr̈apa-
rateszur Zeit í ' � . GebenSie die Funktionsvorschrift der Funktion Ú1:~í < an,welchedie Mengedes
Pr̈aparateszurZeit í angibt.

19



ABSCHLUSSTEST

1. BerechnenSiedieLösungen% derfolgendenGleichungen:
a)
� � % ' =M � ! ,

b) ? %9) � 
 � % ! � % ' � %9) � 
 : � � 
 % < ,c) % � � ' + % � � � + % � � .
2. BerechnenSie:

a)

s �¾�+ �[� + s � �[� s+ � � + s � 
 + � ,

b) î 3È $ � !# ) � 0 # �+ # )Ô+ $ = �ðï y �È #*�$ .

3. Eine Batterieversorgt die BeleuchtungeinerBaustelle.Bei achtangeschlossenen Lampenreicht
siefür

���
Nächte.Wie langereichtsie,wenndrei zuätzlicheLampenangeschlossenwerden?

4. � ��� der TeilnehmendenamdiesemKurs essenmittagsin der Mensa,
� ?�� sind Selbstversorger

und die restlichendrei Teilnehmendenern̈ahrensich nur von Kaffee und Zigaretten.Berechnen
SiedieGesamtzahlderTeilnehmerdesKurses.

5. Welche der folgendenAusdr̈ucke sind sinnlos (nicht definiert)?
Ó ³Ü , r Ü , � ³ , : � ��< ) , : � ��< M ,ACB�D ) : � ��< , ACB�D*� ) � , : r � ) < � ,/ , � � M .

6. StellenSiedie folgendenLogarithmendurchdennaẗurlichenLogarithmus
ACq

dar:ACB�D ! 
 � ACB�D ,ê � � ACB�D G % �
7. SkizzierenSie den Graphender Funktionen %kàß %9) � � und %1àß + % ) . Hat die Gleichung% ) � � ' + % ) eineLösung?

8. DasGesetzdesradioaktivenZerfalls einerradioaktivenSubstanzlautetÚ1:~í < ' Ú ³ r �_ñ ¼ �
Hierbei bei Ú ³ die Mengeder radioaktiven Substanzzur Zeit í ' � und Ú1:~í < die Mengezur
Zeit í . ò i±� ist einevon der SubstanzabḧangendeKonstante.BerechnenSie in Abhängigkeit
von ò dieHalbwertzeitó derradioaktivenSubstanz,alsodieZeit , nachderjeweils dieHälfte der
Substanzzerfallenist.
(Hinweis:Zur Zeit ó ist HälftederSubstanzzerfallen,d.h.esgilt: Ú1:~ó < ' Ú ³ r �_ñ@ô ' �) Ú1: � < '�) Ú ³ r �_ñ ³ ' �) Ú ³ . Die GleichungÚ ³ r �_ñ@ô ' �) Ú ³ kannnachó auflöstwerden.)
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Hinweisezu denLösungen

Eskannsein,dasssich bei diesenLösungennocheinigeFehlereingeschlichenhaben.WennSie beim
mehrfachenNachrechneneinerAufgabeeineLösungberechnethaben,diesichvonderhierangegebenen
Lösungunterscheidet,solltenSiediehieraufgeschriebeneLösungüberpr̈ufen(wo diesmöglich ist, etwa
durcheineProbe).Darüberhinausgibt esbei vielen AufgabenmehereLösungswege. Es machtdaher
nichts,wennSie die LösungeinerAufgabeauf einemWeg gefundenhaben,der sich von demin den
HinweisenvorgeschlagenenWeg unterscheidet.Wesentlichist nur, dassIhr Lösungsweg mathematisch
korrekt ist undauf die richtigeLösungführt.

Test

1. � !) ³ IQ�
�����JI )! I��
�����������JI �5�� ) I �U³5³ )�U³5³@� I � )�5� .2.BeideAlternativensindgleich.Ist µ derNettopreis,soist derEndpreisdererstenAlternative µ �5�
� P �� � � � undderjenigederzweitenAlternative µ � � � � �d���
� P .3. H " ³5³ �� ) " ³5³ ¦ � � ' H " ³5³ �� ) " ³5³
³5³5³ � � ' �
������� 
 ��?�� � �
� � �-� .

4.a)
!) � £ �E � �! ¤ � � � ,�õ� ' �) , F G � GF � $ ' F / N G / N F G /F G .

4.b) % ' �) bzw. & ' � .
5.
� ' � + � 2 ) � 2 ) , �2 ) ' £ �H ¤ ,3 ' £ �)�¤ ,/ , �¿,. / ' 0 ��2 ) , + 
 2 )54 ' £ + 
 � + ��� ¤ 2 ! .6.a) :�% � & < ) ' %9) � � %*& � &*) , :�% � & < ) ' %9) � � %*& � &*) und :�% � & < :�% � & < ' %9) � &*) .6.b) % ' ��� und % ' � .7. �� �� � �� 
 
 �� � � � �� ? � � � � ? �: #;� $�< = ' # = � ? # H $ � � � # ! $ ) � � � # ) $ ! � ? # $ H � $ = .8. Das Angebotder zweitenBank ist günstiger. Nach einemJahrwird ein Grundkapital ö ³ bei der

erstenBankeinmalverzinstmit ö Bank � ' ö ³ � � ����� . Bei derzweitenBankerhaltenSienacheinem
JahrauchschonZinseszinsenmit ö Bank ) ' ö ³ � : � ��� � ? < H . Hierbei ist : � ��� � ? < H ' : � � �
��� � ? < H '� � � ���
��� � ? � ��� : �
��� � ? < ) � � � : �
��� � ? < ! � : �
��� � ? < H i � ����� .
9.a)
ACB�D
E � � �×cØ5Ù � E ' � (beachtenSie:

ACB�D ! � ' ×cØ5Ù Ô E×cØ5Ù Ô ! ), )! ACB�D�F + #*G�� G! ACB�D
F + #
H ' $ .
9.b) % ' Ç + � bzw. & ' � .
1 Zahlbereicheund Rechenregeln

b) #�� : $ �d# < ' � #�� $ , # � : $ �;� < ' # $ �d#*��K' # $ �;� , # � : $ � : ��� $�<5< ' # $ : ��� $�< ' # $ ���d# $ ) K' # $ ��� $ ) ,:5: # � $�< ��# < � � ' # $ ����#*� ' # : $ � ��< � , G� y # ' G� F , F G � � ' FO� GG K' FO� �G .
c)
� : ��� �²� : � �²� <5< � � : �¾� � � < ' � � � � � � ) � � ) , :\� �²� < :\� �²� < � :\� � � < :\� � � < ' �@� � ,: # � $�< ! ' # ! � 
 # ) $ � 
 # $ ) � $ ! , :�% � & < :�% � & < ' %9) � &*) , : � �-���-� ) �¾�O�O���-� m < : � � � < ' � � � m N � .

d) �M9� ��_�1�M � ' � N�M � �M � ,
= N ,,}� � � �45N ,� � � � � / N ,3H � ,/ ' ! �= E , F N ,�,� N G � �F � $ ' F / N G �9F G /F G , M ��5V,3 N�� �@��V>� ��@��V � � � ' M � N � H RSMON � T /RSMON � T / ,�� N ,,~  ,,~  � ' )5N�M! N�)5M .

e)
� :�%9) < � )@RSMON � T /RS)5M T / ' � %9) � )@RSMON � T /RS)5M T / , :5: � � % < %9) < :�% � &*) < ' : � � % < %9)�:�% � &*) < , %�RS)5N ! T :�%*& < ) ' %9)5N ! :�%*& < ) ,

21



:5:�% � & < :�% � & ) < � ��< % ) , :5: � :5:�% < ) � ��<5< � % < ) ' : � :�% ) � ��< � % < ) .
f) �! � �! ' �¡ , �= � �! � �) ' �5�! ³ , � �! y )� ! ' �) , � � ,�/   ,�� ' � )4 , � )! � �! �/ � ,/� ' � .
g) H�¡4 ' � , H�¡� 4 , � =�¢ )54E ¢ = ' )54) ,

= MON�M /R � N�) T M ' = N�M� N�) , ) = F N = F� /� � ' � ?�� , F / � �F N � ' # � � , F / N �F N � .

h) %�:�% � & < � % ' %�:�% � & � ��< , � % ) � � % � ��% ! ' � %�:�% � 
 � � % ) < , % � & � �d£ % � � )�¤ .
i) �M;� M� ' � N�M /M � K' M � N �M � ,

F G y F N GFO� G ' F / �9F GG / N F G , : � % < ! ' � % ! .
2 MathematischeSymbole

b)
+ �

ist dieWurzelaus
�
, alsodiepositive (!) Zahl,diemit sichselbstmultipliziert

�
ergibt.

c)
£ � �)�¤ ! ' � �" , : � ��< ! ' � � und ? ! ' ��� ? .d) Ja.

e)Nein.Z.B. ist
� i²� 
 , aber �) i²�-�! .

f) m§¦ p � # ¦ ' # � ��# ) �²�O�O���(# m . m§¦ p � ] ' m R m N �UT) bedeutet:Die Summederersten
s

naẗurlichenZahlen

ist gleich m R m N �UT) , z.B. ist
� � � ���O�O��� � � ' �U³ ¢ �5�) ' ?�? .g)

{ �
� � | ist die Mengedie ausdenbeidenElementen� und
�

besteht,
{ % �¾`ch	y % i � | ist die Menge

aller reellenZahlen,die größerals
�

sind,
¯ � �@? ¯ ist die Mengealler reellerZahlendiegrößerodergleich

2 undkleinerals5 sind.In manchenMathematikb̈uchernwird hierfür auch
¯ � �@? < geschrieben.

h) ?�^ ' � � � � 
 � � ��? ' ��� � , �U³�´" ´ '²P � � � '²P � .i)
£ m ¦ ¤ ' m ´¦ ´ R m � ¦ T~´ .j) W ' 
 � � � �O�O� , r ' � �@� � �O�O� .k)
ACtCum�vdw �m ' � bedeutet:Der GrenzwertderFolge �m bei

s
gegenunendlichist � .

3 Gleichungen

a) % � � ' � % � 
 hatdie Lösung% ' � � , % � �M ' � hatdie Lösung% ' � , M � �M / � � ' � lässtsichnicht

nach % auflösen(
�

ist NullstelledesNenners),�H ' �M / hatdieLösungen% ' Ç + � , % ! ' � % besitztdie
Lösungen% ' � und % ' Ç + � , �MON � � �M � � ' � besitztkeineLösung.

b) � ' � ����÷ø , · ' � ����÷ ¶ .

c) # ' ��ùG , $ ' ��ùF , � ' F Gù und
� ' F G� .

d) Hier mussmanauchdieEinheitenmultiplizierenbzw. kürzen(
� ]�¸ ' � ������¸ benutzen).

e) :�% ³ � & ³ < ' : � � �O� ����< .f) Hier hatbeimQuadrierenbeiderSeitendie sichergebendeGleichungmehrLösungen.Deshalbsollte
manbeimLösenvon

”
Wurzelgleichungen“ immereineProbemachen.

g) % ' � ¶ ) Ç Ó £ ¶ )�¤ ) � � ' � ¶ ) Ç �) 0 � ) � � � , falls derAusdruckunterderWurzel nicht negativ ist,

d.h.falls �_) � � � ¥ � ist.
h) % ' ACB�D ) & . ACB�D ) ist derLogarithmuszurBasis

�
.

4 Prozentrechnung

a) · ' � ����÷ ¶ , � ' � ����÷ø , � � ' ÷ø .

b) � ' � � , · ' ?�� , also µ ' � E�U³5³ ��?�� ' � .c) · ' � ����� DM, µ ' ��� � DM, also� ' � ���d� H " ³" ³5³5³ ' � . Sieerhalten��� Zinsen.
d) SiehabenfolgendeGleichungzu lösen:Ú m ½>ú ' Ú F@û ¼ � 4�U³5³ Ú F@û ¼ ' �U³ 4�U³5³ Ú F@û ¼ . (Esist µ ' Ú m ½>ú '?�?���� � � DM und � ' � ��� . Gesuchtist · ' Ú F@û ¼ .) Ihre alteMiete betrugdemnachÚ F@û ¼ ' �U³5³�U³ 4 Ú m ½>ú '
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�U³5³�U³ 4 ?�?���� � � DM ' ? ��� DM.
e)MontagundFreitagsind )= der ? Arbeitstage,also � ��� aller Arbeitstage.

5 Dreisatz

a) Preisin DM undPreisin Eurosindproportionalzueinander, genausowie die in kW undPSgemessene
Leistung.Die Fläche ü ' W Ï�) ist wederproportionalnochumgekehrt proportionalzum Radius Ï des
Kreises(abersieist proportionalzumQuadratÏ�) desRadius).DasVolumeneinesGasesundderDruck
einesGasesstehenbeikonstanterTemperaturin einerumgekehrtproportionalenBeziehung.Diesbesagt
dasGesetzvonBoyle(vgl. Aufgabe5.f) unten).
b) Die FlächederDeutschlandkarteist nur

£ ���³5³5³
³5³5³ ¤ ) ' ���³5³5³
³5³5³�³5³5³
³5³5³ malsogroßwie dietats̈achliche
FlächeDeutschlands.
c)
�

DM ' ��>Æ ¡ =5= "5! Euro � �
�@? � Euro.
d) ��� DM � � � �@? � Euro.
e) Dies ist keineDreisatzaufgabe.Sie könnenso schnellzurückfahrenwie Sie wollen, die angestrebte
Durchschnittsgeschwindigkeit erreichenSie nie! Wieso?Die Entfernungvon Nürnberg nachFrankfurt
sei ý . Für dieHinfahrtben̈otigenSiedanndieZeit í � ' þ= ³ X Ëÿ . Für dieRückfahrtben̈otigenSiebeieiner

Geschwindigkeit� dieZeit í ) '[þ � . Insgesamtben̈otigenSiefür Hin– undRückfahrtdie Zeití�� ½ Ñ F � ¼ ' í � � í ) ' ý?�� ¦ �º � ý � �
Bei einerGesamtdurchschnittsgeschwindigkeit von

� ��� ¦ �º würdenSiefür Hin- undRückfahrt (dieEnt-
fernungist hier

� ý ) dieZeit í�� ½ Ñ F � ¼ ' í � � í ) ' � ý� ��� ¦ �º ' ý?�� ¦ �º
ben̈otigen.Diesführt aufdieGleichung ý?�� ¦ �º � ý � ' ý?�� ¦ �º �
welchesichumformenlässtzu ý � ' � �
Für ý K' � (wasbei der Strecke von Nürnberg nachFrankfurtder Fall ist), lässtsich dieseGleichung
nichtnach� auflösen.Wie Siesehen,könnenSiestatt ?�� ¦ �º und

� ��� ¦ �º beliebigeGeschwindigkeiten �
und
� � ia� einsetzen.WenndieseAufgabeschonkeineLösungbesitzt,kannmanmit ihr aberdasein

oderandereBier beieinerWettegewinnen!WennSieauf
� ?�� ¦ �º getippthaben,solltenSiesichmerken,

dassmaneinemathematischeMethodenicht ohneÜberlegunganwendensollte.
f) � � » ' ¹ bzw. � ' �� . Eine VerdoppelungdesVolumensauf

� » führt zu einerHalbierungdes
Druckes.
g) Fläche� Quadratmeterpreis ' PreisdesTeppichbodens.Daherist Fläche' " � E) = Æ = ³ qm=


��
qm.

h)
�

Liter ' �! Æ 4 " = Gallonen' �³�Æ = E "5" Pint.Also ist
�

Gallone ' ! Æ 4 " =³�Æ = E "5" Pint � �
����? � Pint.

i) Aus ü ' Ï�) W folgt, dassder Radiusum
+ �

vergrößertwerdenum seineFlächezu verdoppeln?
(Beachte:Hier sind ü und Ï in keinemproportionalenVerḧaltnis).
j) Aus

� ' � Ï W folgt, dasseineVervierfachung desRadiuseineVervierfachungdesUmfangsbewirkt.
DerUmfangnimmtalsoum � ����� zu.
k) % AnzahlderAngestellten,& Wochenarbeitszeit.DerArbeitsaufwand ¨ ' % � & ' ��� �
� � � Stunden.Für
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& ' 
 ���@� ist % ' � ) ³ ¢ H ³ Stunden� ' � ) ³ ¢ H ³ Stunden! 4 Æ = Stunden ' ��� � . Reinrechnerischmüssten� neueAngestellte

eingestelltwerden.DieswäreeineZunahme�
��������� �O�O� � , währenddieArbeitszeitnurum
� �@? Stunden

bzw. �
����� � ?�� verkürzt würde.Ist ihnenklar, wiesodieseProzentzahlenverschiedensind?Daskönnen
Sie sich daranklar machen,dassSie denFall einerHalbierungder Arbeitszeit,alsoeineKürzungum?���� betrachten.Hier müssten

��� � Angestelltezus̈atzlich eingestelltwerden,was eine Zunahmevon� ����� ausmacht.
l)
� ��� .

m) Jetztmalmit dem
”
Schulrezept“ :

Behauptungsatz:



Maurerben̈otigen
�

Tage
Zwischensatz:

�
Maurerben̈otigt � Tage

Schlusssatz:
�

Maurerben̈otigen
E) Tage ' 
 Tage

6 BinomischeFormeln

a) : #�� $�< ) ' # ) � � # $ � $ ) , :�% � � # < ) ' %9) � ��% #�� � # ) , :~& � % < ) ' &*) � � &*% � %9) , : � % � ��< ) '��%9) � ��% � � , :�% � # < : #;� % < ' %9) � # ) , : � � # < : � ��# < ' � � # ) .b) :�% � : � & <5< ) ' :�% � & < ) ' %9) � � %*& � &*) , :�% � : � & <5< ) ' :�% � & < ) ' %9) � � %*& � &*) .c)
£ H ³ ¤ ' � , £ H � ¤ ' � , £ H )5¤ ' � , £ H ! ¤ ' � und

£ HH ¤ ' � .d) % H � ��% ! & � � % ) & )�� ��%*& ! � & H .e) % = � ? % H & � � � % ! &*) � � � %9)O& ! � ? %*& H � & = bzw. % E ��� % = & � � ? % H &*) � � � % ! & ! � � ? %9)O& H ��� %*& = � & E .e) & ! � 
 &*) #;� 
 & # ) � # ! bzw.
� H � � � � ! $ � �d� � ) $ ) � � � � � $ ! � $ H ' $ H � � $ ! � � � $ ) � 
���$ � � � .

7 QuadratischeGleichungen

a) % ' Ç¿�) , & ' � , À ' Ç � , # ' � oder # ' � ,
$ ' � oder

$ ' � !) , die Gleichung� ��� � ) � � � ' � bzw. � ) ' �	��U³ besitztkeineLösung.
b) Spezialfall mit # ' � , $ ' � und � ' � .
c) Hat %9) � �_% �¾� dieLösungen% � ' � ¶ )�� Ó £ ¶ )�¤ ) � � und % ) ' � ¶ ) � Ó £ ¶ )�¤ ) � � , soist % � � % ) '� ¶ ) � ¶ ) ' � � und(mit der3. BinomischenFormel)% � � % ) ' î � � � � È 6 � � 8 ) � � ï � î � � ��� È 6 � � 8 ) � � ï ' 6 � � 8 ) � � 6 � � 8 ) � � � ' �
�
d)
� %9) � 
 % � � ' � besitzt die Diskriminante P � 
�� ' � ��
 und hat keine reelle Lösung,� � � %9) � P % � 
 ' � besitzt die Diskriminante � � � ��� � ' � 
 P und hat keine reelle Lösung,% )_� ��% � � � ' � besitztdieDiskriminante� � ��� � ' � undhateinereelleLösung, �) % ) � )! % � = E ' �besitztdieDiskriminante H ¡ � �U³E ' � ¡¡ undhatzwei reelleLösungen.

e) # �>Æ ) ' ��� + � / � H M�	)5M im Fall &*) � ��% À ¥ � und(sonstwäredieskeinequadratischeGleichung)% K' � .
f)
$ ) � % $ � %9) besitztdieLösungen

$ �>Æ ) ' � M ) Ç Ó £ M )�¤ ) � % ) ' � M ) Ç M ) + ? , %9) � $ % �-� ' � besitzt

im Fall % K' � dieLösung
$ ' � M / N �M (bez̈uglich

$
ist dieskeinequadratischeGleichung!).

g) % H � � � ' � besitztdieLösungen% ' Ç � , % H � � P % ) � � ��� ' � besitztkeineLösung(Diskriminante
ist
� P ) � � ���JIQ� ), % ! � � ? % ' � besitztdieLösungen% ' � oder % ' Ç ? , � % ! � � %9) � ? % ' � besitzt

nurdie Lösung% ' � (Diskriminantevon
� %9) � � % � ? ' � ist negativ).

h) : # ) � � � < ) � � # ) � � P�' : # ) � � � < ) � � : # ) � � � < � � ' � ist einequadratischeGleichungfür# )�� � � . & )�� � & � � ' � besitztdie einzigeLösung & ' � . Damit ist # )�� � � ' � bzw. # ' Ç ? .: # ) � � � < ) ' ? : � # ) � � P < lässtsichumformenzu �= : # ) � � � < ) �(� # ) � � P-' �= : # ) � � � < ) �(� : # ) �� � < � ��� � � P�' �= : # ) � � � < ) ��� : # ) � � � < � 
 ? ' � . Die quadratischeGleichung �= &*) ��� & � 
 ? ' �
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besitztdie Lösungen& ' ��? und & ' 
 ? . Also ist # )�� � � ' ��? oder # )�� � � ' 
 ? . Damit habenwir
dievier Lösungen# ' Ç 
 oder # ' Ç � .
i) Für % K' � und % K' � lässtsich MON !M � MM � ) ' ? umformenzu RSM � ) T RSMON ! T N�M / � = M�RSM � ) TM�RSM � ) T ' � ! M / N �5� M �_EM�RSM � ) T '� . Hier ist � 
 %9) � ��� % ��� ' � für % ' �5� � 4E , alsofür % ' 
 undfür % ' )! .MON �M � � ' � M � )MON � lässtsich für % K� { � � � � | umformenzu RSMON �UT / N�RSM � �UT RSM � ) TRSM � �UT RSMON �UT ' )5M / � MON HRSM � �UT RSMON�) T ' � . Da� %9) � % � � keine Lösungbesitzt(Diskriminanteist

� � 
�� ' � 

� , besitztauchdie urspr̈ungliche
BruchgleichungkeineLösung.

j) Für & K' ! ) und & K' � formenwir
�) � � ! � �) � ' !H � �_E umzu

�) � � ! � �) � � !)@RS) � � ! T ' ) � / � RS) � � ! T � ! �) � RS) � � ! T ') � / � =>� N !) � RS) � � ! T ' � . Die quadratischeGleichung
� &*) �²? & � 
 besitztdie Lösungen& ' =
� �H . Hiervon ist

nur & ' � Lösungderurspr̈unglichenGleichung( & ' !) liegt nicht im DefinitionsbereichderBruchglei-
chung).

k) ) �� � H � ! �� N H ' H R � / � � N H T� / � � E schreibenwir mit &*) � � � ' :~& � � < :~& � � < für & K' Ç � um zu) � R � N H T N ! � R � � H T � H R � / � � N H T� / � � E ' � / � � E� / � � E ' � . DieseGleichungbesitztkeineLösung.

8 Wurzelgleichungen

a) Definitionsbereich von
+ 
 � % ' + % � � ist

{ % y � j % j 
 | ' ¯ � � 
�° . QuadrierenderGleichung
gibt

 � % ' % � � bzw. % ' � . DieslöstauchdieWurzelgleichung.+ � � % ' )2 M � � hatdenDefinitionsbereich

{ % y � I % j � | ' °�� � � ° (BeachtenSie,dass% ' � nicht

zumDefinitionsbereich geḧort). Multiplizieren derGleichungmit
+ % � � undanschließendesQuadrie-

ren gibt :~� � % < :�% � ��< ' � bzw. %9) �a? % � � ' � . DieseGleichungbesitztkeine reelle Lösung
(Diskriminanteist

� ?�� 
�� ' ��� ).:�% � ��< + ?�� % � + % � � ' � hat denDefinitionsbereich
{ % y � j % j ? | ' ¯ � �@? ° . Ausklammern

von
+ % � � zeigt

+ % � ��£ + % � � + ?�� % � � ¤ ' � . Also ist % ' � oder
+ % � � + ?�� % ' � � . Wir

könntennunnochdiezweiteGleichungquadrieren,umKandidatenzufinden.Diesist hierabernichtnot-
wendig.Die linke SeitederzweitenGleichungkannnicht negativ sein,die rechteSeiteist abernegativ.
Die zweiteGleichunghatdaherkeinereelleLösungund % ' � ist dieeinzigeLösungderurspr̈unglichen
Wurzelgleichung.
b) ��� + � � ��% ' �E % lässtsich umformenzu � + � � ��% ' �E % �²� . Quadrierenliefert

� � ��% '�! E %9) � � % � 
 � bzw. �! E %9) � � % � 
 ? ' � mit denLösungen% ' � 
 � Ç � . % ' � 
 � und % ' � � � sindKan-
didaten.Probezeigt,dassbeideZahlenLösungensind( 0 � � � � : � 
 � < ' ��� , 0 � � � � : � � ��< ' ��
 ).+ ��
 � ��% ' � � % führt nachQuadrierenauf % ) '±P . Von denKandidatenÇ 
 löst nur % ' � 
 die
Wurzelgleichung.
Quadrierenvon

+ ��
 � ��% ' � � % liefert %9) � ��% � 
 ' � unddieKandidaten
� Ç � . BeideKandidaten% ' � und % ' 
 sindauchLösungen.

c) Quadrierenvon
+ % ��? ' ?;� + % liefert

+ % ' 
 also % '±P . Dies löst,wie die Probezeigt,die
Gleichung.2 M � !¡ � 2 MON E¡ ' � bzw.

2 M � !¡ ' 2 MON E¡ � � ergibt nachQuadrierendie Gleichung M � !" � ' MON E" � �)¡ + % � � � � bzw. ��? ' + % � � . DieseGleichunghat offenbarkeine Lösung(linke Seitenegativ,
rechteSeitenichtnegativ).

9 Potenzenund Wurzeln

a)
� ! ' � , : � ) < ! ' � � , � ) � ' � ?�� , 
 ! ' � � .b)
+ � P;' � , �+ � � ' 
 , �+ ��� ? ' ? , 3+ � � ' 
 .

c)
Ë 2 FÍ2 F ' F ,ËF ,Í ' # ,Ë # � ,Í ' # ,Ë � ,Í ' # Í���ËË�Í ' Ë�Í+ # m � � .
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d)
+ � � + � ' 
 + � , + ��� � + 
 ' + 
 , : + # � + $�< : + #;� + $�< ' # � $ und+ # ) ' Z # Z ' �� 
 # falls # i��� falls # ' �� # falls # I�� �

e)
� � ) ' �H ' £ �)�¤ ) , � � � ' �) ' £ �)�¤ � , � ³ ' � ' £ �)�¤ ³ , � � ' � ' £ �)�¤ � � , � ) ' � ' £ �)�¤ � ) .

f) 0 � + 
 ' 3+ ��� , �Ó =2 = ' Ô+ ? , 0 # �+ # ' �+ # ) , �Ó # Ð �0 # Ñ + # ¼ ' � �+ # E Ð N�)5Ñ>N ¼ .
g) # ,Ô � 30 # � ) � �+ #
H ' # ³ ' � , F � �2 F 332 F ' # ,��3 ,

Ë + # Ð Í+ # Ñ ' # Í��   Ë��Ë�Í .

h) Mannimmteinfachmalan,dass
+ � ' ¶Î einerationaleZahlist mit � , � in `cb . DurchQuadrierenerḧalt

man
� '	¶ /Î / . IndemmandiePrimfaktorendernaẗurlichenZahlen�_) und � ) betrachtet(die in Quadraten

immerpaarweisevorkommenmüssen)siehtman, dassdie Gleichung
� '1¶ /Î / undsomit

+ � '1¶Î nicht
geltenkann.(Man hatsoeinenWiderspruchsbeweisgeführt.)
i) % ' Ç i.

10 Logarithmen

a)
ACB�D ) � ' � , ACB�D ) � ' 
 , ACB�D �U³ � ����� ' 
 , ACB�D H � ' � , ACB�D H � ' !) .b)
ACB�D �U³ ? � ACB�D �U³ � ' ACB�D �U³ � � ' � , ACB�D ) � � � ACB�D ) � � ' ACB�D ) �) ' � � , ACB�D ! � ��� ACB�D ) � ' 
 � � ' � .c)
ACB�D G � � ACB�D G 
 ' ACB�D G � , ACB�D G ?�� ACB�D G � � ' ACB�D G �) , ACB�D G � � ACB�D G � � ACB�D G � ' ACB�D G ) ¢ EH ' ACB�D G 
 ,ACB�D G + � � �) ACB�D G � ' � , � ACB�D G % � 
 ACB�D G & ' ACB�D G :�% ) & ! < .d)
ACB�D G % ! � ACB�D G %9) ' ? ACB�D G % ' ACB�D G % = , ACB�D G � %9) � ACB�D G ��% ' ACB�D G M ) , ACB�D
F : �+ % � 3+ % < ) 'ACB�D G % /� N ,/ ' 4E ACB�D G % , ACB�D
F :�% � & < � ACB�D
F :�% � & < ' ACB�D
F :�%9) � &*) < .e) & ' $ (beachtenSie

ACB�D G $ ' � ).f) Ja.Für # ' � G und
ACB�D ,� $ ' � � zeigtdie Umrechnungsformel:

ACB�D G % ' ×cØ5Ù ,� M×cØ5Ù ,� G ' � ACB�D ,� % .
g)
×cØ5Ù 3 "×cØ5Ù 3 H ' !) ' ×cØ5Ù / "×cØ5Ù / H .h) Mit Ú ' ACB�D G ¹dÛ ist die Differenzzweier Magnituden Ú ) � Ú � ' ACB�D G ¹dÛ ) � ACB�D G ¹dÛ � 'ACB�D G ��� /��� , ' ACB�D G � /� , bzw.

$�� / � � , ' � /� , . Ist Ú ) ' Ú � � � eine um
�

erḧohte Magnitude,so istÛ ) ' 
 � Û � . Die obigeGleichungzeigt:
$ ' $ � ' $�� / � � , ' ! ³ � ,� , ' 
 � . Erhöht sichdie Magnitude

umdenWert �
�@? , sogilt Û ) ' Û � � $ ³�Æ = ' Û � � 
 � ,/ . Die Energie erḧoht sichdamitum denWert
+ 
 � .

i)
ACD % � ACD :�% � ��< ' ACD 
 lässtsichauchschreibenals

ACD :�%�:�% � ��<5< ' ACD :�%9) � � % < ' ACD 
 . Dieszeigt
dienotwendigeBedingung%9) � � % ' 
 bzw. % ' � Ç � . Da % im zweitenSummanden

ACD :�% � ��< größer
als
�

seinmuss,ist % ' 
 dieLösung..
j) % ×cÝ M ' 
 führt nachAnwendungdesnaẗurlichen Logarithmusauf beidenSeitenzu

ACq :�% ×cÝ M < ': ACq % < ) ' ACq 
 . Damit ist
ACq % ' Ç + ACq 
 und % ' r � 2 ×cÝ ! .k)

� ×cÝ M�% � N ×cÝ M ' �) lässtsichmit denPotenzgesetzenumformenzu : � % < ×cÝ MON � ' � . Dieskannnurgelten,
wenn

� % ' � , also % ' �) ist oderwenn
ACq % ' � � , also % ' �½ gilt.
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11 Funktionen

BeachtenSie,dassderDefinitionsbereich derFunktion Þ�:�% < ' + % die Menge
{ % ��`ch y %�¥ � | aller

nicht negativenreellenZahlenist.
d), e)vgl. Seite12.
f) Die Funktion Þ�:�% < ' �M ist definiertfür alle % K' � .

g) EinestrengmonotonwachsendeFunktionerfüllt: Þ�:�% < i Þ�:~& < für % i & . Beispielesinda),c) sowier M und
ACq % .

h) Die Funktionenausa), c), d), e) und f) sind umkehrbar. Die Umkehrfunktionen sind �) & , &*) für (!)&�¥ � , ACq & , r � und �� .
i) Þ�:�% < ' MON �! und Þ�:�% < ' %9) sindstetig, Þ�:�% < 'kã � � wenn %¿¥ �� � � wenn % I�� ist hingegenunstetigim Punkt% ' � . ZumBeispielist für die gegen � konvergierendeFolge % m ' �L�m derFunktionwertÞ�:�% m < ' � � .Der GrenzwertdieserkonstantenFolgeist ebenfalls � � , derFuntionswertdesGrenzwertes� derFolge% m ' � �m ist aber Þ�: � < ' � K' � � . Am GraphenderFunktionsiehtmandie Unstetigkeitsstelle durch
einenentsprechenden

”
Sprung“ .

12 Logarithmus– und Exponentialfunktionen

a)
� K' $ iQ� .b)
ACB�D
F # ' � und

ACB�D�F �F ' � � .c) Vgl. Skizzenauf Seite12.
d) Die Graphensindsymmetrischzur % –Achse.
e) # iQ� .f) Vgl. Skizzenauf Seite12.
g) Die Graphensindsymmetrischzur & –Achse.
h) r�M ×cÝ F ' £ r ×cÝ F ¤ M ' # M .
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i) Soist Logarithmus% ' ACB�D
F :~& < geradedefiniert.
j) Nein.Die Graphenvon r M und

ACq % schneidensichnicht.

k)
Zeit í in Stunden � � � � � � � ���
MasseÚ1:~í < in ¸ �H �) � � � �

Die Funktionsvorschrift ist Ú1:~í < ' ���3 ¸ ' r è é /3 ¼ ¸ .

l) Zur Zeit í ' ?�� Jahrebetr̈agtdieMengeÚ1: ?�� < ' �) Ú ³ ' Ú ³ � � � , nach
� ��� Jahrennoch Ú1: � ��� < '�H Ú ³ ' Ú ³ � � ) . Die Funktionsvorschrift ist Ú1:~í < ' Ú ³ � � �� � ' Ú ³ r � è é /� � ¼ �

Abschlusstest

1.a)Für % K' 
 berechnenwir� � % ' ?% � 
: � � % < :�% � 
�< ' ? : � :�% � 
�<5<% ) � � % � � ' � : ausmultiplizieren undzusammenfassen
<% �>Æ ) ' � Ç + � � � :

”
p–q–Formel“

<
Damit sind % ' � � und % ' � Lösungen.
1.b) Die Gleichung? %9) � 
 � % ! � % ' � %9) � 
 : � � 
 % < läßtsichumformenzu% ! � 
 % ) � � � % ' %�:�% ) � 
 % � � � < ' �
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Die quadratischeGleichung % ) � 
 % � � � hat die Lösungen% ' ��? und % ' � . Zus̈atzlich ist auch% ' � eineLösung.
1.c) Die Gleichung% � � ' + % � � � + % � � ist definiertfür alle %�¥ � � . QuadrierenbeiderSeiten
derGleichungliefert :�% � ��< ) ' % � � � � + % � � + % � � � % � �% ) � � % � � ' % � � � � + % � � + % � � � % � �% ) � � ' � + % � � + % � �:�% ) � ��< ) ' �9:�% � ��< :�% � ��<% H � � % ) � � ' ��% ) � �% H � � % ) � ? ' �
Diesist einequadratischeGleichungfür % ) mit dernegativenDiskriminante : � ��< )�� � ��? ' � � ��I²� .
SiebesitztkeinereelleLösung.Dasgilt dannauchfür dieurspr̈unglicheGleichung.
2.a) s �¾�+ �[� + s � �[� s+ � � + s � 
 + �' : s �¾� < : + � � + s < � : �[� s < : + �[� + s <: + �[� + s < : + � � + s < � 
 + �' s�+ � � s�+ s ��� + �[��� + s ��� + � � � + s � s�+ �[� s�+ s�[� s � 
 + �' � s�+ �[� � � + ��[� s � 
 + � : �±� s <�[� s' � s�+ �[� � � + � � 
 � + �[� 
 s�+ � <�[� s' : �[� s < + ��[� s' + �
2.b) î 3È $ � !# ) � 0 # �+ # )Ô+ $ = � ï y �È #*�$ ' ��

� � $ � !# ) � ,3 � 6 #�# /� 8 ,/: $ = � < ,Ô ���
� y 6 #*�$ 8 ,�

' î $ ,3 � �3# ,/ �*# ,/ # ,�$ �Ô � ,Ô ï y�# ,� � ,�$ ,�' $ ,3 � �3# ,/ �*# ,/ # ,�$ �Ô � ,Ô � $ ,�# ,� � ,�' $ ,3 N ,� � �3$ �Ô � ,Ô N ,�' $ �, / � � 3$ �Ô � � Ô' $ � � ,}�, / � � � /3' $ � ,3 � ,3 ' 6 �$ 8 ,3 ' 3È �$
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3. % : Anzahl der Lampen, & : Anzahl der Nächte. % und & stehenin einer umgekehrt proportionalen
Beziehung,daeineVergrößerungvon % eineVerkleinerungvon & zurFolgehat.Also ist% � & ' � � ��� ' ��� bzw. & ' ���% �
Bei drei zus̈atzlichenLampenist % ' ��� . Damit reichtdie Batteriein diesemFall für& Nächte ' ������ Nächte ' � Nächte�
Odermit demSchulrezept:

Behauptungsatz: � Lampenbrennen
���

Nächte
Zwischensatz:

�
Lampebrennt ��� Nächte

Schlusssatz:
���

Lampenbrennen
"5"�5� Nächte ' � Nächte.

4.Die restlichendreiTeilnehmendenmachen?�� desKursesaus(
� �����(� � ���(� � ?�� ). Die Gesamtzahl

derTeilnehmerbetr̈agtalso · ' 
 � � ���? ' ��� �
Von diesenessen� ��� , also

" ³�U³5³ ����� ' ��� , in derMensa,und � =�U³5³ ����� '²P sindSelbstversorger.
5.

Ausdruck
Ó ³Ü r Ü � ³ : � ��< ) : � ��< M ACB�D ) : � ��< ACB�D*� ) � : r � ) < � ,/ � � M

definiert ja ja nein ja nein nein nein ja ja

6. ACB�D ! 
 ' ACq r ' � � ACB�D ,ê � ' � ACq � � ACB�D G % ' ACq %ACq $ �
7. BeachtenSie:

+ % ) ' Z % Z .

Die GleichunghatkeineLösung,dadiebeidenGraphensichnicht schneiden.
8. Die GleichungÚ ³ r �_ñ@ô ' �) Ú ³ ist nachó auflösen.Ú ³ kürzt sichherausundesbleibtr �_ñ@ô ' ��r �_ñ@ô ' � � �r ñ@ô ' �ò*ó ' ACq � �
Esist ó ' ×cÝ )ñ .
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